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Resume. — Soient F une extension finie non ramifiee de Qp et p une representation 
modulo p irreductible de dimension 2 du groupe de Galois absolu de F. L’objet de ce 
travail est la determination de la variete de Kisin qui parametre les modules de Breuil- 
Kisin associes a certaines families de deformations potentiellement Barsotti-Tate de p. 
Nous demontrons que cette variete est une reunion finie de produits de qui s’identifie 
a une sous-variete explicite connexe de Nous definissons une stratification 

de la variete de Kisin en sous-schemas localement fermes et expliquons enfin comment 
la variete de Kisin ainsi stratifiee pent aider a determiner I’anneau des deformations 
potentiellement Barsotti-Tate de p. 


Abstract. — Let be a unramified finite extension of Qp and p be an irreducible mod p 
two-dimensional representation of the absolute Galois group of F. The aim of this article 
is the explicit computation of the Kisin variety parameterizing the Breuil-Kisin modules 
associated to certain families of potentially Barsotti-Tate deformations of p. We prove 
that this variety is a finite union of products of P^. Moreover, it appears as an explicit 
closed subvariety of We define a stratihcation of the Kisin variety by locally 

closed subschemes and explain how the Kisin variety equipped with its stratihcation may 
help in determining the ring of Barsotti-Tate deformations of p. 
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Introduction 

Soient p un nombre premier et F une extension finie de Qp dont le groupe de Galois 
absolu est note Gjp. Nous savons depuis Mazur [Ma] que I’ensemble des deformations de 
determinant fixe d’une representation absolument irreductible p de Gj^ a coefficients 
dans un corps fini de caracteristique p est muni d’une structure geometrique. Etant 
donnes une extension finie E de Qp de corps residuel Ue et d’anneau des entiers et 
un caractere Q de Gp dans O^, Mazur a construit dans loc. cit. une O^-algebre R^{p) 
dont I’ensemble des points a valeurs dans une Og-algebre locale complete noetherienne 
R de corps residuel kp s’identifie fonctoriellement a I’ensemble des i?-representations 
de Gi? de determinant Q qui se reduisent sur p modulo I’ideal maximal de R. 

Recemment, Kisin [Ki3, Ki2] a demontre que certaines conditions issues de la theorie 
de Hodge p-adique definissent des sous-schemas fermes de Spec R^{p). Plus precisement, 
etant donnes un type de Hodge v et un type galoisien t, le resultat de Kisin etablit 
I’existence d’un unique quotient R'^{'v,t,p) de R^{p) qui est reduit, sans p-torsion et 
verifie la condition suivante : pour toute extension finie E' de E d’anneaux des entiers 
Oe', un morphisme de R^{p) dans Op' se factorise par R^{w,t,p) si et seulement si 
la representation qui lui est associee est potentiellement cristalline de poids de Hodge- 
Tate V et la representation de Weil-Deligne qui lui est associee par Fontaine (c/ [Fol]) 
est isomorphe a t. Pour demontrer ce theoreme, Kisin construit un schema muni d’un 
morphisme vers Spec-R’^(p) dont I’adherence schematique de I’image se trouve etre le 
spectre de I’anneau R’^(v,t,p) Ce schema, que nous notons ici est 

obtenu comme espace de modules de reseaux de Breuil-Kisin. 

Le cas initialement etudie par Kisin dans [Ki3] est le cas Barsotti-Tate pour lequel 
le type de Hodge ne fait intervenir que les entiers 0 et 1 et le type galoisien est trivial. 
Les representations correspondantes sont alors associees aux groupes de Barsotti-Tate 
(eventuellement tronques). Sous ces hypotheses, Kisin s’interesse aux hbres 

^^'^{v,t,p) = Speckp Xgpg^j^v-(p) ^^’^(v,t,p) 

qui sont dehnies purement en caracteristique p et correspondent a un probleme de 
modules plus facile a apprehender. 

Dans leur article [PR], Pappas et Rapoport ont donne le nom de varietes de Kisin 

aux varietes t, p). Depuis, plusieurs auteurs se sont interesses aux proprietes 

geometriques des varietes de Kisin. En hen avec la connexite, Hellmann a notam- 
ment demontre dans [He2] que les varietes de Kisin correspondant aux deformations 
Barsotti-Tate d’une representation irreductible de dimension 2 sont connexes, ce qui 
implique la connexite de la fibre generique de I’espace de deformations associe. Les di¬ 
mensions de certaines varietes de Kisin ont egalement ete etudiees par Hellmann [Hel], 
Imai [Im] et Caruso [Ca3]. 

Pour la premiere fois dans [CDM] est apparue une variete de Kisin associee a un 
type galoisien non trivial. Get article faisait suite a [BM] et se plagait dans la situation 


1. Stricto sensu, cette description rapide de la demonstration de Kisin n’est correcte que dans les cas 
les plus simples, a savoir le cas Barsotti-Tate discute par la suite. II est toutefois possible de reformuler 
la preuve de Kisin dans les autres cas en suivant les grandes lignes que nous esquissons ici. 
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particuliere suivante : Textension F est non ramifiee de degre / sur Qp avec p ^ 
5, le type de Hodge v est egal a (0,1) en toutes les places, le type galoisien t est 
la somme directe de deux caracteres moderement ramifies de niveau / de Gi? et la 
representation galoisienne p est absolument irreductible de dimension 2. Les resultats 
obtenus dans [CDM] — qui concernent essentiellement le cas ou F est de degre 2 sur 
Qp — suggerent un lien encore plus etroit que celui exprime par Kisin entre la variete de 

Kisin {v,t,p) et (la fibre generique de) I’espace de deformations Spec R^{v,t,p). 

Afin d’etudier ce lien hypothetique, la premiere etape est de calculer les varietes 
de Kisin. C’est I’objet du present article. Nous nous plagons dans le cadre de [CDM] 
(pour tout degre /) et, sous ces hypotheses, nous donnons une description complete 
des varietes 5^=^^(v, t, p). Nous montrons le theoreme suivant, ou e designe le caractere 
cyclotomique p-adique de Gp dans (nous renvoyons le lecteur au theoreme 2.2.1 
dans le corps du texte pour un enonce detaille). 

Theoreme 1 (Theoreme 2.2.1). — Nous supposons que 

- le corps F est une extension non ramifiee de degre f de Qp avec p 5, 

- le type de Hodge v vaut (0,1) en chaque place, 

- le type galoisien t = ?? © r/' est la somme directe de deux caracteres moderement 
ramifies de niveau f du sous-groupe d’inertie de Gp d valeurs dans O^, 

- la representation fi ; Gp —)■ GL 2 (/c_b) est absolument irreductible, 

- le caractere restreint au sous-groupe d’inertie coincide avec le produit prj'e. 
Alors la variete de Kisin {'v,t,p) apparait comme un sous-schema ferme reduit de 
(P ],^)defini par une famille d’equations explicites. 

Comme consequence du theoreme 1, nous deduisons diverses propriety geometriques 
des varietes de Kisin et des espaces de deformations, notamment : 

Corollaire 2 (Corollaire 4.3.3). — Sous les hypotheses du theoreme 1, la variete 

- 'Ip 

de Kisin (v,t,p) est connexe. 


Nous donnons egalement des conditions necessaires et suffisantes sur le couple {p, t) 
pour que la variete t, p) soit non vide (c/ corollaire 4.1.3). Notons que ceci se 

produit si et seulement si I’anneau i?’^(v, t,p) est non nul. 

Nous deduisons de notre etude qu’il est trop optimiste de penser que la variete de 
Kisin {'v,t,p) a elle seule determine Spec R^{v,t,p) ou meme seulement sa fibre 
generique. Toutefois, nous proposons une version rafhnee plausible de cette idee. Pour 
ce faire, reprenant les techniques de [BM, CDM], nous definissons une stratification 

- 'Ip 

de 1^=^ (v,t,p) par des sous-schemas localement fermes et formulons la conjecture 
suivante. 


Conjecture 3 (Conjecture 5.1.5). — Si le type galoisien t est non degenere^‘^\ 


la variete de Kisin 


(v,t,yo) munie de sa stratification determine I’anneau 


2. C’est une hypothese faible de genericite precisee dans la definition 1.1.1. 



4 


X. CARUSO, A. DAVID & A. MEZARD 


Cette conjecture est vraie si / = 2 (hormis peut-etre pour quelques cas tres par- 
ticuliers) par les travaux de [CDM], Elle I’est egalement lorsque la variete de Kisin 
est reduite a un point, ce qui se produit pour une representation generique. Nous 
concluons cet article en proposant un candidat pour (la variete rigide ayant pour an- 
neau) -R’^(v,t,p)[l/p] qui, conformement a la conjecture 3, est construit uniquement a 
partir de la variete de Kisin stratifiee. 

Pour demontrer le theoreme 1, notre methode consiste d’abord a associer a p et t, 
une donnee combinatoire que nous appelons le gene de (p, t) et que nous notons X. 
Concretement, il s’agit d’une suite de 2-[F : Qp] symboles de I’ensemble {A, B, AB, 0} qu’il 
est commode de representer sur un ruban de Moebius. Ensuite, nous demontrons que les 
equations de la variete de Kisin se lisent sur X a I’aide de manipulations combinatoires 
elementaires. En d’autres termes, le gene X est une donnee epuree et extremement 
simple qui capture integralement la geometrie de la variete de Kisin t, p) — 

qui, elle, peut etre compliquee. A partir de la, le corollaire 2 decoule d’une etude 
combinatoire portant sur les genes X. La stratification sur t, p) s’obtient, elle 

aussi, aisement, a partir du gene, de meme que le candidat que nous proposons pour 

Le plan de Particle est le suivant. Dans le §1, nous rappelons toutes les notions 
utiles a la definition rigoureuse des varietes de Kisin t, p) dans le cadre qui 

nous interesse. Le §2 est consacre a la definition des genes X et a Penonce precis du 
theoreme 1. Pour familiariser le lecteur avec les genes, nous detaillons en outre quelques 
exemples que nous pensons representatifs. La demonstration du theoreme 1 est reportee 
au §3 et les consequences geometriques, et en particulier le corollaire 2, sont discutees 
au §4. Enfin, dans le §5, nous dehnissons la stratification par le genre sur les varietes 
de Kisin et expliquons en quoi nous pensons qu’elle est liee a la geometrie des espaces 
de deformations potentiellement Barsotti-Tate. 

Les auteurs remercient Bernard Le Stum et Alberto Vezzani pour leurs explications 
et leurs reponses toujours pertinentes sur les questions de geometrie p-adique. 

Les recherches menant aux presents resultats ont beneficie d’un soutien financier du 
septieme programme-cadre de PUnion europeenne (7ePC/2007-2013) en vertu de la 
convention de subvention numero 266638. 


1. Varietes de Kisin avec donnee de descente 

Toutes les extensions de Qp considerees sont supposees contenues une cloture 
algebrique Qp fixee de Qp. Pour K une telle extension, nous notons Gk = Gal(Qp/iP), 
Ok son anneau d’entiers, ttk une uniformisante et kx le corps residuel de Ok- 


1.1. Les donnees : representation et type galoisiens. — Soient E une extension 
finie de Qp et F une extension finie non ramifiee de Qp de degre / ^ 2. Posons q = 
et e = p-^ — 1. Soit F' Punique extension quadratique non ramifiee de F dans Qp. Nous 
supposons F' C E. Nous hxons un plongement tq de F dans E et pour 0 ^ i ^ / — 1, 
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nous notons Tj le plongement tq o on designe I’endomorphisme de Frobenius sur 
F. Nous notons la plus grande extension de F non ramifiee dans Qp et le plus 
grand quotient abelien de Gi?. 


Soit L le corps obtenu en adjoignant a F une racine e-ieme de —p, notee II 

s’agit d’une extension totalement ramifiee de E et la projection a gauche sur Gal(L/F) 
et a droite sur les representants multiplicatifs [F^ ] = (en envoyant p^{l +pOf) sur 
1) induit I’isomorphisme 


( 1 ) 


Uf : Gal(L/F) 


{Of/pY 

<Fp 




par lequel nous voyons tout caractere de kp comme un caractere de Gal(L/F) et 
reciproquement. Notons LOf : Gp ^ kp le caractere fondamental de niveau / induit sur 
Gp par (1) et le plongement tq. De fagon analogue, nous notons uj 2 f ■ Gpi ^ kp le 
caractere fondamental de niveau 2f de F' (apres avoir choisi un plongement Tq : F' ^ E 
qui prolonge tq a E'). Soit s : Gp —)• le caractere cyclotomique p-adique et 
Ld sa reduction modulo p. Pour 9 dans kp, nous notons enfin nr'(0) ; Gpi —)■ kp 
I’unique caractere non ramifie qui envoie le Frobenius arithmetique de Gpi sur 6. Soit 
p : Gp —^ GL 2 (/ce) la representation galoisienne (continue) irreductible 


p ~ Indg|(^ 


(a^2/ • nr'(6l)), 


avec h entre 0 et p^k — 2 et 6 dans k^. Gomme p est supposee irreductible, I’entier h 
n’est pas un multiple de g + 1. Par consequent, il existe des entiers hi (0 ^ i ^ / — 1) 
dans I’intervalle l0,p — Ij uniquement determines tels que : 


/-I 

(2) h = 1 + hip^~^~'^ (mod (7 + 1). 

i=0 


Fixons deux caracteres moderes de niveau / distincts p,p' ■. Ip ^ Op qui s’etendent 
a Gp. Le type galoisien t = ry©??' est une representation de noyau ouvert Ip ^ GL 2 {E). 
Notons p (resp. p') la reduction modulo p de p (resp. p'). II existe done c G l0,pk — 2]] 
tel que p ■ = Tq et pour 0 ^ i < / nous notons Ci G [[0,p — Ij les entiers definis 

par I’egalite c = J2l=o ^iP^- Nous introduisons une notion de degenerescence pour les 
representations et les types galoisiens. 

Definition 1.1.1. — La representation p est dite non degeneree s’il existe un entier 
io G [O,/ - Ij tel que hi^ 0 {0,p - 1}. 

Le type galoisien t est dit non degenere s’il existe un entier jo G [0, / — IJ tel que 
Go ^ 2,p- 1}. 


Pour I’instant, nous ne supposons aucune propriete de non degenerescence ni sur p, ni 
sur t. Nous explicitons ces hypotheses dans les enonces lorsqu’elles sont necessaires. Re- 
marquons que, lorsque p est fixe et / tend vers I’infini, la proportion de representations 
degenerees (resp. de types galoisiens degeneres) tend vers 0. Geci contraste avec la no¬ 
tion de representations generiques qui avait ete consideree dans [Br] puisque, lorsque 
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p est fixe et / tend vers I’infini, la proportion de representations non generiques tend, 
elle, vers 1 . 

Nous fixons le type de Hodge v = ( 0 , 1 )-^ ainsi qu’un caractere continu ip : Gp 
tel que ip\ip = edett. Une representation continue de Gp sur un £'-espace vectoriel de 
dimension 2 est dite potentiellement Barsotti-Tate de type (v,t) si elle est potentielle- 
ment cristalline avec poids de Hodge-Tate v et si la representation de Weil-Deligne qui 
lui est attactiee par [Fol] est isomorptie a t en restriction kip. Une condition necessaire 
d’existence d’un relevement potentiellement Barsotti-Tate de type (v,t) de p est done 

(3) detpp^ = {firi'uj)\ip. 

Nous supposons desormais satisfaite cette hypothese sur le type galoisien t. 


1.2. Les (^-modules etales. — Par commodite pour le lecteur, nous rappelons ici 
les notions de theorie de Hodge p-adique indispensables pour definir les modules de 
Breuil-Kisin qui parametrent les deformations geometriques de ~p. Pour une version 
plus detaillee, nous renvoyons a [Fo2], [Ki5], [Cal], Posons W = Op et notons (p 
I’endomorphisme de Frobenius agissant sur W et F. Fixons egalement un systeme 
compatible ( 715 ) 551 ^ de racines p^-iemes de (—p) dans Qp et, pour tout entier s, posons 
Fg = F{Ps) et Lg = L{pg). Definissons egalement F^o = Us-^■s L^o = Us-^«- Les 
groupes de Galois correspondants sont notes Gp^ et Le quotient Gp^jGp^ = 

Gal(-Loo/Foo) s’identifie naturellement a Gal(L/F). Introduisons enfin les anneaux © = 
W[[u]] et 


= 



Oj G lU, lim Uj = 0 


le complete p-adique de 6 [l/u]. Ils sont, tons deux, munis d’un endomorphisme de 
Frobenius p defini par Ls sont egalement munis d’une 

action de Gal(L/F) definie par la formule g • (Xli ['] designe 

le represent ant de Teiclimuller. 


Definition 1.2.1. — Soit R une Zp-algebre locale complete noetherienne. Un ip- 
module sur est un (i?( 8 ) 2 p(P£-)-module M libre de rang fini muni d’une ap¬ 

plication ip : M ^ M qui est p-semi-lineaire par rapport a et lineaire par rapport 
a R. 

Le <p-module M est dit etale si I’image de ip engendre M comme (i?( 8 )ZpG£’)-™odule. 


Soit R une Zp-algebre locale noetherienne. Par la theorie de Fontaine et Wintenberger 
[Fo2, Ki5], nous savons associer a toute i?-representation V de Gp^ un p- module etale 
sur {R<§ZpOs) dehni par la formule M(U) = (U(—l)( 8 )ZpO£-nr)'^^°o. n est muni d’une 
action de Gal(Loo/Foo) — Gal(L/F), qui est semi-lineaire par rapport a I’action de 
Gal(L/F) sur Os. 

Supposons a present que R soit une bP-algebre. Nous avons une decomposition ca- 
nonique de I’anneau R^ZpW : 

R^ZpW ee UUr 

x®y {x ■ ip~\y))o^i<f. 
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En tensorisant par sur W, nous en deduisons un isomorphisme canonique ; 

(4) ~ nfeo^ R^w,io^-^0£, 


ou i designe le morphisme structurel faisant de R une VE-algebre. Concretement, le 
i-ieme facteur R0w,i,oip-i^£ admet la description explicite suivante : 


(5) 


R®W,iO^-iC>£ ~ 



aj £ R, lim 

j^-oo 



I’identification faisant correspondre le tenseur pur A (8) {J2ajU^) avec la serie 
uR Avec ce choix, 1’isomorphisme (5) est compatible a la fois a la 
multiplication par les elements de W agissant sur le facteur et a la multiplication 
par les elements de R agissant sur le facteur R. 


En notant e* I’idempotent de R^ZpOg correspondant au i-ieme facteur de la 
decomposition (4), nous voyons que tout module M sur R®ipOg se decompose 
canoniquement comme une somme directe : 

(6) M = © • • • © 

ou = CjM peut etre considere comme un module sur I’anneau R<S)\Y,i,oip-i^£- 


Nous pouvons decrire explicitement le (/^-module correspondant a la representation 
p = (^u> 2 f ■ nr'(0)) : pour tout i dans il existe des bases (£q\ du 

/c£;((u))-espace vectoriel M(7 j)(*) qui sont fixees par Gal(L/F) et dans lesquelles, en 
posant V = u^, les matrices du Frobenius (p : M(p)^^^ —)• sont : 


/ 0 

V 1 0 


Id pour 0 ^ i ^ f — 2, 
pour i = f — 1. 


1.3. Modules de Breuil—Kisin et varietes de Kisin. — Si p : Gp -£■ GL 2 (Oe) 
est une deformation de p, il est possible de lire sur le (/9-module etale M(/9) si elle est 
potentiellement Barsotti-Tate de type (v,t). Le theoreme 1.3.1 (dont la demonstration 
est une consequence simple des resultats de Kisin [Kil] et est detaillee dans [CDM, 
Proposition 3.1.4]) precise ce point. 

Theoreme 1.3.1. — Soit R I’anneau des entiers d’une extension finie de E et soit p 
une deformation dep a R de determinant f). Alors p est potentiellement Barsotti-Tate 
de type (v,t) si, et seulement s’il existe un sous-{R<^'z^G)-module Tl C M(/o) tel que : 

(i) Tl est projectif de rang 2 sur R0Zp & / 

(ii) Tl engendre M.{p) comme (R^ZpOs)-module; 

(Hi) Tl est stable par les actions de ip et Gal(L/F) ; 

(iv) I’ideal determinant de (p : Tl ^ dJl est I’ideal principal engendre par p; 

(v) raction de Gal(L/F) sur le quotient Tl/uWl est donnee par t. 

De plus, si un tel 911 existe, il est unique. 
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D’apres le theoreme 1.3.1, lorsque R est I’anneau des entiers d’une extension finie 
de E, I’etude des i?-points de se ramene a un probleme de classification 

d’algebre semi-lineaire qui parait plus abordable. Afin de rendre cette idee plus precise, 
fixons momentanement une 0£;-algebre locale artinienne R de corps residuel kE ainsi 
qu’une deformation pji ■ Gp ^ GL 2 (i?) de p de determinant V’- Pour definir le schema 
formel qui nous interesse (8), nous introduisons la definition suivante. 

Definition 1.3.2. — Soit S une i?-algebre. Un reseau de Breuil-Kisin de type (v,t) 
de S (8)_r M.{pe) est la donnee d’un sous-(5 (8)Zp ©)-module 911 de 5 (8)_r M.{pe) tel que 

(i) le module 911 est projectif de rang 2 ; 

(ii) 911 engendre S (8>r M.{pji) comme (5 (8)Zp 0£-)-module ; 

(iii) 911 est stable par ip et Gal(L/F) ; 

(iv) I’ideal determinant de ; 911 —)■ 911 est I’ideal principal engendre par + p-, 

(v) pour tout g G Gal(L/F) : 

ii{g I 911/^911) = {r]{g) + g'{g)) 01 € S 0Zp W 
det(g I 911/'u911) = g(g)g'(g) 01 G S 0Zp W. 

Remarque 1.3.3. — Dans la definition 1.3.2, le produit tensoriel S 0Zp © n’est pas 
complete. II s’agit done d’une variante algebrique — par opposition a formelle — des 
plus traditionnels modules de BreuiUKisin definis lorsque S est une Zp-algebre locale 
noetherienne complete. 

Remarque 1.3.4. — Lorsque R est une lU-algebre, tout reseau de Breuil-Kisin 911 
de type (v, t) de S 0r M(/9 /j) admet une decomposition similaire a (6) qui s’ecrit ; 

(7) 911 = 911^°) © 911^^) © • • • © 91l(^“^). 

Pour tout indice i dans Z//Z, le facteur 911^*^ est un module projectif de rang 2 sur 
S 0w,ioifi-i & et (f envoie 911^*^ dans 911*^*''“^^ 

Nous pouvons a present considerer le foncteur qui, a une i?-algebre S associe 
I’ensemble des reseaux de type (v,t) dans S 0rM.{pe). Nous avons alors un resultat 
de representabilite. 

Proposition 1.3.5. — (1) Le foncteur est representable par un R-schema pro¬ 
jectif .^pj^. 

(2) Si R! est une R-algebre locale artinienne de corps residuel kp et pR> est une 
R'-representation qui etend pp alors il existe un isomorphisme canonique de 
Spec R! X Spec R dans .^p^,. 

(3) Le schema L£pp^ est muni, fonctoriellement en R, d’un fibre en droite tres ample 
canonique. 

Demonstration. — II s’agit de I’analogue dans notre contexte de la proposition 1.3 
de [Ki2]. La demonstration est similaire, I’unique difference etant que nous devons 
justifier en outre que les conditions (iv) et (v) qui apparaissent dans la definition 1.3.2 
sont fermees. La condition (iv) est equivalente a la conjonction des deux conditions 
suivantes : 

(iv-a) le conoyau de det(id © (^) : S 0p /\^ 911 —)■ /\^ 911 est annule par rt® + p; 
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(iv-b) tt® + p appartient a I’ideal determinant de (/? : —)■ Tl. 

La condition (iv-a) est fermee d’apres [Ki2]. Les conditions (iv-b) et (v) sont clairement 
fermees. □ 

Nous faisons maintenant varier R (et pr) et appliquons la proposition 1.3.5 aux 
algebres artiniennes Rn = R^{'v,t,p)/m'^ on m designe I’ideal maximal de R^{'v,t,p). 
La representation pR^ que nous considerons est le pullback de la deformation universelle 
^umv . GL 2 {R^{p)) par le morphisme naturel R^{p) —)• Rn- La proposition 1.3.5 

fournit, pour tout entier n, un schema projectif sur Speci?„ qui represente le 

foncteur . II decoule des enonces de la proposition 1.3.5 que ces schemas se recollent 
en un schema formel ; 

(8) i^=^^(v,t,p )—> Spf R^{v,t,p). 

II resulte de GAGA formel (voir corollaire 1.5.1 de [Ki2]) que (v,t,p) est 
algebrisable dans le sens ou il s’identifie au complete formel d’un schema t, p) 

sur Speci?’^(v,t,p) le long de sa fibre au-dessus de SpeckR- Par ailleurs, si R est 
I’anneau des entiers d’une extension finie de E, il resulte du theoreme 1.3.1 que la 

donnee d’un R-pomt de (v,t,/?) est equivalente a celle d’une deformation de p a 
R qui est potentiellement Barsotti-Tate de type (v,t)- En copiant la demonstration 
de la proposition 1.6.4 de [Ki2], nous deduisons le theoreme suivant. 

Theoreme 1.3.6. — Le morphisme structurel {'v,t,p) —)■ Spec i?’^(v, t, p) induit 
un isomorphisme apres avoir inverse p. 

Definition 1.3.7. — La variete de Kisin {w associee a la donnee (v, t,/?) 

^ '—'V’ 

est la fibre speciale de (v,t,p) : 

^^’^(v,t,p) = Spec/cij Xgpf t 

= Spec/cE y.specR^(wx-p) ^■^’^(v,t,p). 

Il s’agit d’une variete projective sur Spec/c^ qui s’identifie canoniquement a .ifp. 


2. Genes et equations de la variete de Kisin 

L’objectif de cette partie est d’enoncer une version precise du theoreme 1 de 
I’introduction qui fournit une description complete et explicite des varietes de Kisin 
t, p). Pour ce faire, nous commengons par introduire une donnee combinatoire 
associee au couple (t,p) que nous appelons le gene. 

Le paragraphe §2.1 est consacre a la definition des genes. Il inclut egalement plu- 
sieurs resultats combinatoires que nous serous amenes a utiliser frequemment dans la 
suite. L’enonce du theoreme 2.2.1 apparait au §2.2. Il est suivi de plusieurs exemples 
qui donnent un apergu complet des differentes situations qui peuvent se produire. La 
demonstration du theoreme 2.2.1, quant a elle, est reportee au §3 alors que ses appli¬ 
cations font I’objet du §4. 
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2.1. Genes. — Posons ; 

u = —^ -1 = p + p^ -\ - 

p-1 

Rappelons que p ~ pour un certain entier h defini modulo p^^ — 1 = 

— 1 et qu’il existe des entiers /i* (0 ^ i ^ / — 1) dans I’intervalle [0, p — Ij uniquement 
determines tels que 

/-I 

(9) h = l + hip^~^~'^ (mod (7 + 1). 

i=0 

Nous etendons la suite des hi, dans un premier temps, a [[/, 2/ — Ij en posant hi = 
p—1 — hi-f pour tout entier i dans cet intervalle puis, dans un second temps, a N tout 
entier par (2/)-periodicite. 


La reduction modulo tte du type galoisien i = r] ® -q' est, quant a elle, encodee par 
deux elements 7,7' G Z/eZ definis par 7 = Tq et 7' = Tq ou nous rappelons que tq 
designe le plongement de kp dans kp que nous avons fixe. 


Definition 2 . 1 . 1 . — Avec les notations precedentes, pour tout entier i ^ 0 , nous 
definissons : 

1) I’entier a* comme I’unique element de [[0, e — Ij verifiant la congruence : 


a,- = 


p^h 


— p*7 (mod e), 


.9 + 1 . 

2) le symbole Xi G {A, B, AB, 0} par : 

Xi = A si q;* G [ 0 , 1 u + £*+/[ 

= AB si ai e + Ei+f, ^ V - Ei] 


= B si q;* G 


I EzZ 


U — Ei, U 


= 0 si a* G ] u, e [ 

1 si hi = p — 1, 

OUEi = ■{ . 

(J smon. 

La suite (A'i)jgN est appelee le gene du triplet (11,7,7'). 


Lorsqu’une confusion est possible, nous precisons la dependance des a* et des Xi 
vis-a-vis des parametres h, 7 et 7' en notant ai{h,j,q') et Xi(/i, 7,7'). 

Remarque 2 . 1 . 2 . — Le type galoisien t = 7 © 7' satisfait detpp^ = (77'a;)|7^. Ainsi 
7|7^ determine - Ceci justifie la dissymetrie apparente dans les roles de 7 et 7' dans 
les notations introduces dans ce paragraphe. Nous renvoyons au lemme 2 . 1.7 pour de 
plus amples precisions. 


Le gene (Aj)igN est une suite ( 2 /)-periodique. Dans la suite, nous le representons 
systematiquement sur un ruban de Moebius comme le montre la figure 1 . Ce faisant, les 
termes Xi qui composent le gene restent ecrits dans I’ordre les uns a la suite des autres 
et, de plus, la coordonnee Xi « tombe en face » de Xi^f pour tout i. De meme, lorsque 
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Figure 1. Representation d’un gene sur un ruban de Moebius 

nous considerons le couple, dit couple d’alleles, {Xi, Xi^f), nous le notons ). 

^+/ 

Cette ecriture a un interet pour notre propos car elle nous permet d’avoir une lec¬ 
ture immediate des equations de la variete de Kisin a partir du gene correspondant 
(voir theoreme 2 . 2 . 1 ). 

Les suites (ai)jgN et {Xi)i^^ sont (2/)-periodiques. Pour des raisons de commodite, 
nous les prolongeons a Z par (2/)-periodicite. Elies sont soumises a des proprietes com- 
binatoires qui contraignent leur structure. Les lemmes suivants en sont des exemples. 
Le lemme 2.1.3 resulte d’un calcul direct. 

Lemme 2.1.3. — Avec les notations precedentes, nous avons : 

i—1 

hi-j-ip’ (mod e) si i e [O, / - 1] 

1=0 

/-I 

- 1 + ^ hi-j-ipi (mod e) si i e If, 2f - Ij. 
j=i-f 

De plus, Oj+i = pai+hi (mod e) pour tout entieri et cette congruence est une egalite si 
et seulement Xi G {A, AB}. Enfin, dans le cas oil Xi = B, nous avons Oj+i = pai + hi —e. 

Lemme 2.1.4- — En conservant les notations ci-dessus, le gene X verifie les pro¬ 
prietes suivantes : 

i) Pour tout entier i, I’egalite Xi = AB implique Xj+i = 0. 

ii) Pour tout entier i, I’egalite Xj+i = 0 implique Xi G {0, AB}. 

Demonstration. — Supposons Xi = AB. Par definition, nous obtenons 

1 P — 1 

-V + Ei+f ^ a, ^ - V - Ei- 

p p 

ou Ei vaut 1 si /ij = p — 1 et 0 sinon. Du lemme 2.1.3, nous deduisons n + pEi+f + hi ^ 

ai+i ^ (p — l)n — pEi + hi et done u < Oj+i ^ e — 1. II en resulte que Xi+i = 0. 

La demonstration de la propriete ii) est analogue. □ 

Lemme 2.1.5. — Nous conservons les notations ci-dessus et supposons en outre que 
p n’est pas degeneree. Alors le gene X contient au moins une occurrence du symbole 0. 


p’'h 

q+l 
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Demonstration. — Supposons que le gene X ne contienne pas d’occurrence du symbole 
0. D’apres le lemme 2.1.4, X ne contient que des symboles A et B. Ainsi, d’apres le lemme 
2.1.3, pour tout i G [0, 2/ — Ij, nous avons = pai + hi — elsiXi) ou 1 b designe la 
fonction indicatrice de B. En resolvant le systeme precedent, nous obtenons pour tout 
ie lo,/-il, 

^ 2/-1 

^ V -I X] - hi+j). 

P j=0 

En regroupant les termes en j et j + f et en utilisant hi+j+f = p — 1 — hi^j, il vient ; 

1 

= / ^ ( - 1 + + lB{Xi+j+f) - hi+j)^ 

P 1=0 

/-I /-I 

= ^pf-^-nBix,+,) - (l + - lB{X,+,+f) + /!,+,)) . 

1=0 ^ 1=0 

'-V-' 

Ai 


Comme — 1 ^ \B{Xi+j) — \B{Xi+j+f) + hi+j ^ p, nous avons 

-(/ + !)<!- ^ Ai ^ 1 - ^-(/ - 1 ) < 2{pf + 1 ) 

p — 1 p — 1 

et, par consequent, Ai G {0,p-^ + 1}. Si Ajp = pf + 1, alors 


/-I /-I 

pf -pf-^hio = (iBiXio+j) - lB{Xi^+j+f)) +^pf-^-^hio+j, 


1=0 


1=1 


d’ou on deduit que \p — hig\ ^ +4''^ ^ ~ ^ /lig = p — 1, ce qui est 

exclu. De la meme maniere, si Aig = 0, nous trouvons : 


/-I 


P^ ^hig = -1-J2 p 


f-i-j 


/-I 

Y^pf-^-^hig+j, 


1=0 1=1 

puis, en utilisant que hig < p — 1, \hig\ ^ { ^p-i P^~^ ~ P^~^^ < 1 et hig = 0. 

Dans tons les cas, nous aboutissons alors a une contradiction. Le gene X contient done 
au moins une occurrence du symbole 0. □ 


Lemme 2.1.6. — Le cas ou {Xi, Xi^f} = {A,B} pour tout i G [0, / — Ij est exclu. 
Demonstration. — De {Aj, Aj+j} = {A, B} pour tout i, nous deduisons que : 

\ai + a/+i - u| < n/p + 1 

pour tout i. De plus, nous avons aj+i + aj+j+i — v = p{ai + aij^f — u) d’apres le lemme 
2.1.3. Par induction, nous obtenons alors : 

, , 1 / / 

\ai + Ui+f - ^1 < ^ • i^/P + 1 ) 

pour tout i et tout n G N*. Done ai+/ + at = u. Un calcul elementaire utilisant 
detpjj^ = (? 7 rl'cj)| 7 -^ nous amene alors a I’egalite ai(/i, 7 , 7 ') = ai(/i, 7 ^, 7 ) valable pour 
tout i. II en resulte que 7 = 7', et enfin rj = 7', ce que nous avons exclu. □ 
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Transformations du gene par isomorphisme. — La defintion du gene ne depend pas 
uniquement du couple {p, t) mais du triplet d’entiers {h, 7 , 7 '). Or la donnee de {h, 7 , 7 ') 
n’est pas equivalente a celle de (p, t). En effet, le premier determine le second mais la 
reciproque n’est pas valable. Precisement, changer h en qh ou echanger 7 et 7 ' sont 
deux modifications (involutives) qui laissent inchanges p et t. Le lemme 2.1.7 precise 
comment se comporte le gene suite a ces modifications. 

Lemme 2.1.7. — Soil r la transposition de Tensemble {A, B,AB,D} qui echange A et 
B. Alors, nous avons : 

i) Xi{h,-i,i) = Xi+/(g/i,7,7') 
a) Xi{h,i,-i) = r(Xi+/(/i,7,7')) 
pour tout entier i. 

Demonstration. — i) s’obtient en remarquant que 

/-I /-I 

qh = —h = p^ — ^ hip^~^~'^ = 1 + — 1 — hi)p^~^~'^ (mod q + 1 ). 

2 = 0 2=0 

L’hypothese sur le type galoisien detpjj^ = lo^ = ( 77 ' 01 ) 7 ^ impose la congruence 
7 , 7 ') + 7 ', 7 ) = n (mod e). De la decoule ii). □ 

Un autre choix que nous avons fait est celui du plongement tq. Si nous en choisissons 
un autre, disons uq, il existe un entier n tel que uo = tq o y?"”- ou p est le Frobenius 
arithmetique. Un calcul simple montre alors que, si ( 11 , 7 , 7 ') encode le couple (p, t) 
par rapport au plongement tq, alors ce meme couple est encode par (p"'/i,p” 7 ,p” 7 ') 
relativement au plongement (Tq. Nous en deduisons que le gene relatif a uo s’obtient a 
partir du gene relatif a tq simplement en decalant les indices de n. 

En conclusion, nous pouvons dire que le gene lui-meme ne depend pas uniquement 
du couple (p, t) mais egalement de quelques choix supplementaires. Toutefois, cette 
dependance est facile a cerner et n’influence aucunement les equations de la variete de 
Kisin que nous obtenons (voir theoreme 2.2.1). 

Decoration des genes. — A partir d’un gene, nous definissons des donnees supplemen- 
taires, que nous appelons decorations, qui sont utiles pour lire les equations de la variete 
de Kisin. 

Definition 2.1.8. — Soit X un gene pour lequel il existe io G [[0, / — Ij avec 



Pour i prenant successivement les valeurs io, fo ~ 1 • • • > 0, / — 1, ..., io + 1 : 

• si G {(ab)’ (T)’ (a)’ ( 0 )’ 0}’ disons que A est dominant en i dans X, 

, nous disons que B est dominant en i dans X, 

• sinon, si A (resp. B) est dominant dans (i +1) dans X, nous disons que A (resp. B) 

est dominant en i dans X. 
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Quand I’hypothese de la definition 2.1.8 est verifiee, nous disons que X a un ca- 
ractere dominant. II se pent que le gene associe a un couple (p, t) n’ait pas de caractere 
dominant; toutefois, en vertu des lemmes 2.1.4 et 2.1.6, ces cas sont ties circonscrits. 
Plus precisement, le gene n’a pas de caractere dominant uniquement dans 

les deux cas suivants : 

• soit, il contient un couple d’alleles (°) 

• soit, quitte a echanger les roles de p et r/', il est de la forme : 

0 AB 0 • • • AB 0 „ 

“ AB 0 AB • • • 0 AB 

(et done, en particulier, il est de longueur impaire). 

Pour demontrer cette alternative, supposons que X{h, 7 , 7 ') ne contienne pas de couple 
d’alleles (g). Alors, d’apres le lemme 2.1.4, il ne contient pas non plus le couple d’alleles 
(^g). Ainsi, quitte a translator, il contient le couple (^g). Mais, etant donne que AB est 
necessairement suivi de 0 (lemme 2.1.4), cela impose que le couple d’alleles suivant est 
(g®). En repetant I’argument, nous aboutissons a la conclusion annoncee. 

Definition 2.1.9. — Soit X un gene ayant un caractere dominant. Pour un entier 
i G [0, / — Ij tel que Y G {A, B} soit dominant dans et J : 

• nous relions Xi et Aj+i+j si Xi = Y, et 

• nous relions A’j+j et Aj+i si Xij^j = Y. 

La decoration de X est I’ensemble des liens ci-dessus. 

Exemple 2.1.10. — Nous considerons / = 11 (ie. F = Qpii) et les parametres 

p = (<^ 22 ) ^^ec h = + (p — l)p^ + (p — l)p^ + p® + p® + p^'^ 

fj = Tq avec 7 = — — p^ — 2 p^ — p® 

-/ x' / 7 

T] = Tq avec 7 = —p — p 

Pour ces donnees, les valeurs prises par les a* ainsi que les alleles Xi correspondants 
sont representes dans le tableau de la figure 2. En revenant aux definitions, nous en 
deduisons le gene associe ainsi que sa decoration. Voici comment il se represente sur un 
ruban de Moebius : 


AAABABAAAAA 

/// \/\\x\ 

BBBBBAABDAABO 


Dans la representation ci-dessus, les colonnes dans lesquelles A (resp. B) est dominant 
ont ete dessinees en bleu (resp. en vert). Conformement a la definition, les liens s’ob- 
tiennent en faisant partir des segments en diagonale vers la droite a partir des A bleus 
et des B verts, pourvu que la colonne situee a droite soit de la meme couleur. Nous 
insistons en particulier sur le fait qu’en aucun cas, un lien ne pent relier deux colonnes 
de couleurs differentes. 






VARIETES DE KISIN STRATIFIEES 


15 


i 

OLi 

Xi 


i 


Xi 

0 

P® + 

A 


11 

+ (p — l)p® + p® + p^ + p® + p® + p^® 

B 

1 

1 + P® + P® 

A 


12 

(p — 1) + p-\. (p— l)p'l + p7 _|_ p8 _|_ p9 _|_ plO 

B 

2 

1 + p + p'^ + p® 

A 


13 

(P® - 1) + P® + (P - 1)P® + P® + P® + P®° 

B 

3 

1 + p + p® + p® + pi° 

B 


14 

(p® - 1) + ^ P® + (p - l)p® + p® + p®° 

B 

4 

1 + P + P® + P® + P® 

A 


15 

2^ p4 + (p - l)p7 _|_ plO 

B 

5 

P + P® + P® + p"' + p^° 

B 


16 

p + 2^ P® + (P - 1)P® 

A 

6 

P + P® + P® + p'^ + P® 

A 


17 

p® + 2^ P® + (p - l)p® 

AB 

7 

p® + p® + p4 + p5 + 

A 


18 

(p - 1) + p® + 2^ p7 ^ (p _ I)pl0 

0 

8 

(P - 1) + P® + P'* + P® + P® + P^ 

A 


19 

(p®-l)+p4+2^p8 

A 

9 

(p - l)p + p"^ + p® + p® + p’^ + p® 

A 


20 

(p®-l)+p® + 2^p® 

AB 

10 

(P - 1)P® + P® + P® + P® + P® + P® 

A 


21 

(p4 _ 1) + p6 + plO 

0 


Figure 2. Valeurs des et des Xi dans le cas de I’exemple 2.1.10 


2.2. Determination de la variete de Kisin. — Nous enongons les resultats de 
determination de la variete de Kisin {v,t,p) en termes du gene decore X. Les 
preuves font I’objet de la partie suivante (§3). 

Theorems 2.2.1. — La variete de Kisin est isomorphe d une sous- 

variete fermee /C(t, p) de nf=o^ • 

Soil X un gene associe au couple (p, t). En notant [xi : Xj+/] les coordonnees ho¬ 
mogenes sur le i-ieme facteur (0 ^ i < /) et en convenant que Xi = Xi mod 2/ pour i 
entier, la variete X{t,p) est definie par les equations suivantes : 

(A) Xi = 0 pour tout i G [0, 2/ — Ij tel que Xi = 0 

(Bl) XiXi+f+i = Xi+iXi+f (i.e. [xi : Xi+f] = [xi+i : Xi+/+i]) chaque fois que nous 
observons, dans X, le motif 

Xi Xi+i 

X Xx 

Xi+f Xi+f+i 


(B2) = 0 chaque fois que nous observons, dans X, le motif 



Xi+i 




(B3) Xi+iXi+f = 0 chaque fois que nous observons, dans X, le motif 


Xi 

Xi+i 


^i+f+l 


Remarque 2 . 2 . 2 . — L’ecriture dans le jeu d’equations (B2) (resp. le jeu d’equations 
(B3)) sous-entend qu’il n’y a pas de lien entre Xj+i et ^i+/ (resp. entre Xi et Xj+j+i). 
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Ainsi, pour un i donne, les cas (B2) et (B3) s’excluent mutuellement. Nous re- 

marquons de plus que les jeux d’equations (B2) et (B3) sont equivalents et se deduisent 
I’un de I’autre par la transformation i i—)• i + f ■ Nous avons toutefois prefere mentionner 
explicitement cette repetition pour plus de clarte. 


En particulier, nous remarquons que la variete de Kisin t, p) est vide des lors 

qu’un gene associe a (t,p) contient le couple d’alleles (g). Nous verrons dans la suite 
(c/ proposition 4.1.3) que la reciproque est egalement vraie. 

Notons que I’isomorphisme IC{t,p) —>■ {'v,t,p) est entierement explicite^^^ ; au- 

trement dit, nous pouvons egalement lire sur le gene, la structure du reseau de Breuil- 
Kisin correspondant a chacun des points de la variete de Kisin. Le theoreme 2.2.1 
permet egalement d’etablir des proprietes fines sur la geometrie de la variete de Kisin; 
ces aspects sont discutes au §4. 


2.3. Premiers exemples. — Dans ce paragraphe, nous presentons quelques 
exemples d’utilisation du theoreme 2.2.1 de determination de la variete de Kisin et en 
profitons pour illustrer differentes proprietes geometriques des variety de Kisin (§2.3.2, 
§2.3.3, §2.3.4). Ensuite (§2.3.5), sous I’hypothese de genericite de la representation p 
(au sens de [BM]), nous montrons que la variete de Kisin est toujours reduite a un 
point. 

2.3.1. Pelites valeurs de f. — Pour les petites valeurs de /, il est possible de lister tous 
les genes possibles (a symetrie pres) ne contenant pas le couple d’alleles (g) et satisfai- 
sant aux conditions des lemmes 2.1.4 et 2.1.6 puis, pour chacun d’eux, de determiner 
la variete de Kisin correspondante a I’aide du theoreme 2.2.1. 

Nous avons fait I’exercice pour / = 2 et / = 3 et avons reporte les resultats obtenus 
respectivement dans les tableaux de la figure 3 (page 17) et de la figure 4 (page 40). 
Pour / = 2, nous avons indique en outre un ou plusieurs couples (t,p) qui conduisent 
a chaque gene presente. Les resultats auxquels nous aboutissons sont en accord avec 
ceux de [CDM] qui avaient ete obtenus par des methodes differentes qui ne s’etendent 
a priori pas a / > 2. Signalons enfin que, dans le cas / = 3, nous avons fait apparaitre 
la stratification par le genre sur les varietes de Kisin; celle-ci est definie et etudiee au 
§5. 

2.3.2. Chaines de — Considerons le systeme d’equations donne par le fragment 
de diagramme de longueur £ + 1 (avec £ ^ f — 1) represente ci-dessous. 


^i+2 

^ 2+/+2 




3. Nous renvoyons au §3.2.5 pour sa construction. 
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p = Indg- (wl+^«nr'( 0 )) 

Type t = ?7 0 77 ' 

Gene 

Variete de Kisin 

0 

II 

0 

0 UJ2^ 




[1 : 0] X [1 : 0] 

1 ^ ro ^ p - 2 

0 


B AB 

0 ^0 


[1 : 0] X [1 : 0] 

1 < ro ^ p - 2 

0 1 


A A 

AB 0 


[0 : 1] X [1 : 0] 

0 < ro ^ p - 3 

0 ^ 2-1 


A B 

AB 0 


PL X [1 ^ 0] 


Figure 3 . Variete de Kisin de la representation p = Ind^^, (W4 • nr'(0)). 


Les equations correspondantes sont : 

(10) Xi+j+iXi+j+f = 0 pour j e [0,-^]] 

Ainsi si, pour un certain jo, la coordonnee ne s’annule pas, nous deduisons que 

= 0 et par suite que le point projectif [xj+jp-i : est egal a [1 : 0]. 

De proche en proche, nous obtenons alors [xi+j : Xi+j+/] = [1:0] pour tout j G 
[[0,jo — ll- De maniere similaire, si la coordonnee est non nulle, alors nous 

avons [xi+j : Xi+j+f] = [0:1] pour tout j G |[jo + !,£]]. II resulte de ceci que les 
solutions du systeme (10) sont les ^-uplets ([xj+j : Xj+j+/])i^j^£ de points projectifs de 
la forme : 

[1 : 0 ], ..., [1 : 0 ], [xi+jo : Xi+j^+f], [0 : 1 ], ..., [0 : 1 ]. 

Geometriquement cela correspond a une chaine de de longueur i + 1. 

2.3.3. Un cas non equidimensionnel. — L’exemple precedent montre que les varietes 
de Kisin ne sont pas irreductibles en general. Elies peuvent meme ne pas etre 
equidimensionnelles. L’exemple le plus simple de ce phenomene est donne par le 
diagramme suivant (/ = 4) : 


Xo 

Xi 

X2 

3^3 

X4 

X5 

X7 

0 


La variete de Kisin correspondante est bunion de {[0 : 1]} x x {[0 : 1]} x {[1 : 0]} 
et P^^ X {[1 : 0]} X x {[1 : 0]}, c’est-a-dire d’une copie de P],^ et d’une copie de 
P^^ X P^^ s’intersectant transversalement en un point. 

2 . 3 . 4 . Un produit. — Reprenons a present I’exemple 2.1.10 dont le gene decore a deja 
ete determine. En remplagant les alleles A, B, AB par des variables x* et I’allele 0 par 
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0 comme le veut le theoreme 2 . 2 . 1 , nous obtenons le diagramme ci-apres qui code les 
equations de la variete de Kisin correspondante. 


Xo 

Xl 

X2 

X3 

X 4 

X5 

Xg 

X 7 

3^8 3 ;g Xio 








^0 

\ X \ ^ 

Xll 

Xl2 

Xl3 

Xl 4 

Xl5 

Xl6 

Xl 7 

Xl9 X20 0 


A ce niveau, plusieurs simplifications elementaires peuvent etre faites. Par exemple, 
le lien qui relie xg a 0 est inutile car le produit de ces deux valeurs est toujours nul. 
De meme, comme [x^ ; 0] designe un point de I’espace projectif, nous pouvons, sans 
perte de generalite, supposer que x^ vaut 1. Le lien entre xj et xig implique alors 
que xi 9 s’annule necessairement et, par suite, comme precedemment, que xg peut etre 
suppose egal a 1. Les decorations nous apprennent egalement que les points projectifs 
[x 8 : xig] = [1:0] et [xg : X 20 ] doivent coincider; ainsi, nous avons X 20 = 0 et nous 
pouvons supposer que xg = 1. Enfin, la coordonnee xio peut etre, elle aussi, supposee 
etre egale a 1 car elle est face a un 0 . Apres ces simplifications, nous obtenons : 


Xo 

Xl 

X2 

X3 

X 4 

X5 

Xg 

1 

1 

1 

1 



/ X 


\ X 

0 

0 

0 


Xll 

3^12 

Xl3 

Xi4 

Xl5 

3:16 

X17 

0 


En nous appuyant sur les deux exemples traites precedemment, nous pouvons affir- 
mer que la variete de Kisin qui nous interesse est isomorptie a un produit Vi x V 2 oil 
Vi est une ctiaine de de longueur 4 et V 2 est bunion d’une copie de et d’une 
copie de P^^ x P^^ qui s’intersectent transversalement en un point. 


3.3.5. Le cas d ’une representation generique. — Rappelons p ~ {^ 2 f ' 

avec h = l + hipf~^~'' mod {q + 1) (voir (9)). 

Definition 2.3.1. — La representation p est dite generique si pour tout i £ [[0, / — Ij, 
1 ^ hi ^ p — 2. 


Corollaire 2.3.2. — Si p est generique, la variete de Kisin p) est soit vide, 

soit reduite a un point. 


Demonstration. — Soit i £ [[0, / — Ij. Un calcul direct a partir des formules du lemme 
2.1.3 aboutit a : 

/-I 

«*+/ - cii = ^ hi+jpf~^~^ (mod e). 

1=0 

Or riiypothese de genericite implique que 1 ^ hj ^ p — 2 pour tout j £ 1. et, par suite, 
que le membre de droite dans la congruence precedente est dans I’intervalle [u, e — n]. De 
plus, s’il existe un entier i tel que 0 ^+/ — Oj = (mod e), nous deduisons que p = p' 
{cf demonstration du lemme 2 . 1 . 6 ), ce qui est exclu. Ainsi, pour tout i, la difference 
— Oii est congrue modulo e a un entier de I’intervalle ]u, e — u[. II resulte que ceci 
que Oj ^ u ou aj+y ^ v et, par consequent, qu’au moins I’un des deux alleles Xi ou 
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Xi^f est egal a 0. Par le theoreme 2.2.1, ceci implique que p) est soil vide, 

soil reduite a un point. □ 


3. Le calcul de la variete de Kisin 

Le but de cette partie est de demontrer le theoreme 2.2.1. 


3.1. Module de Breuil—Kisin maximal. — Nous reprenons les notations des pa- 
ragraphes precedents (Xi)i^z (voir §2.1) et M(p) = (M(/5)W)o^j^/-i de base 

(eq \ (voir §1.2) associees a /5 ~ {^ 2 f ' iir'(0)^. Effectuons les chan- 

gements de base 




= u 


p^ + f h 
5+1 




X) 




Dans les bases (cq\ e^*^)o^i^/-i, les matrices de (p : M(/5)(*^ —> M(/5)(*+^^ sont 




( 11 ) 


( ° 


0 \ 

0 u^i+f) 


0 ) 


pour 0 ^ i ^ / — 2, 


pour i = f — 1. 


De plus, ujf etant d’ordre e, la donnee de descente agit par g £ Gal{L/F), 


(12) 

b]' 

■ (4‘': 

) = {TiOUJf){g) 

(13) 

b]' 

(e®: 

) = {TiOUJf){g) ^ ^+1 ^e\ 


Notons 501(^) le sous /cir[[M]]-module de M(p) engendre par les Cq \ 0 ^ ^ / —1- 

Comme Tl{p) est stable sous Taction de kE, c’est un [kE ®Fp A:ir[[u]])-module. La 
proposition suivante est un analogue de la Proposition 3.6.7 de [CL]. 

Proposition 3.1.1. — Soil R une kE-algebre. Le [R^SiWp kF[[u]])-module R^SikE^ip) 
est maximal pour Vinclusion parmi les (i?(8)Fp A;i;’[[u]])-reseaux de i?(8)Fp M.{p) qui sont 
stables par p. 

Demonstration. — II suffit de montrer que si x est un element de R M(7i) qui 
n’appartient pas a R®kE ll^(p)) alors le fej?)[it]])-module engendre par les ^^{x) 

pour n ^ 0 n’est pas de type fini. Or, un calcul direct montre que si u > 0, alors ; 

{u~'^eQ^) = aou~'^°eQ^ et p'^'^ (u~'^e^^^) = 

oil do et di sont des elements non nuls de fcg et wq et wi sont des entiers strictement 
inferieurs a v. La propriete annoncee et, par suite, la proposition en resultent. □ 
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3.2. Determination des reseaux. — Dans ce paragraphe §3.2, nous fixons une 
A;£;-algebre S ainsi qu’un reseau de Breuil-Kisin Tl de type (v,t) (voir definition 1.3.2) 
sur S © inclus dans S (giPp M(p). Pour alleger les notations, nous posons a partir de 
maintenant &s = S (8)Zp De la proposition 3.1.1, nous deduisons que 911 est inclus 
dans S^kE^ip)- Nous rappelons qu’etant donne que S est une /c£;-algebre, les modules 
911 et 911(71) se decomposent de fagon canonique comme suit : 

5JT = 91l(°) © • • • © 91l(^“^) et 911(p) = 911(p)(°)©---©911(p)(^“^) 

ou les 911*^*^ (resp. Tl{p)P^) sont des modules sur = S ^kE^n (resp. sur 

S ®kE,Ti ^f[M])- L’inclusion Tl C S ®kE se lit alors facteur par facteur : elle 

implique que, pour tout i, nous avons 911*^*^ C S ®kE 911(7l)*'*^. 

Dans ce paragraphe §3.2, nous supposons de surcroit que 911 est libre (de rang 2) 
comme module sur 65. Ceci est equivalent a demander la liberte des 911^*^ sur S ®kE 
PeM], 


3.2.1. Action de la donnee de descente. — De I’inclusion 911^*^ cS®kE 311(71)nous 
deduisons que, pour tout i entre 0 et / — 1, toute 6^*^-base de 911^*^ a des coordonnees 
dans la base (cq^ e^*^) qui appartiennent a ©5^. Soit i un indice entre 0 et / — I. Comme 
911 est de type (vo,t), il existe une S^^-base (e^,*\e^*,^) de 911^*^ sur laquelle Taction de 
g G Gal(L/iir) est donnee par g ■ e^'^ = fjig)el^'^ et g • e^) = f)'{g)e^^}. Fixons une telle 


base (ej,* , ej^y) et notons la matrice de passage de (e. 


P-q' ) 


0 ’^1 J 


a. (cp , e 


Lemme 3.2.1. — La matrice est de la forme : 

p{i) ^ u<b[ \ 

y u^^+fbi u^^+fa[ j ’ 

avec Oi, a[, bi et 6' dans S<SikE el (Q;')j^o lo, suite d’elements de [O, e — Ij definis 

par les congruences 

(14) a^Pai+f = v (mode). 


Demonstration. — Les equations (12) et (13) assurent que g G Gal(L/iL) agit sur 
et sur par multiplication par fi{g). Ainsi, etant donnes so,si G ©5^ le 

groupe de Galois Gal(L/iL) agit sur soeg^ + sie(^*^ via le caractere fj si, et seulement s’il 
fixe u"©o et u^^+Psi, c’est-a-dire si, et seulement si ces deux elements appartiennent a 
S ®kE Nous en deduisons la forme annoncee pour la premiere colonne de 

la matrice Pour la deuxieme colonne, 11 suffit de remarquer que la condition 

detpjj^ =0Jf = (w'^^)|7p implique : 

— p*7 (mod e) 

c’est-a-dire que a' est construit de la meme maniere que Oj apres avoir echange les 
roles de 7 et 7'. □ 
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Remarque 3.2.2. — D’apres la demonstration ci-dessus, les entiers a'sont egaux aux 
ai{h, 7', 7) (voir lemme 2.1.7). Ceci justifie la notation que nous avons utilisee et eclaire 
sur la complementarite des roles joues par ai (associe a rj') et a' (associe a 7). 

3.2.2. La condition sur le determinant. — Pour tout i dans , la matrice de 

I’application ip : ^ dans les bases respectives iel^\e^)) et 

s’ecrit : 

(15) 

ou est la matrice donnee par la formule (11). 

Lemme 3.2.3. — Pour tout i dans [[0,/ — Ij, nous avons 

detP*-*^ = Oiu’^ (mod it^’''^©S') 

ou Ui est un element inversible de S et ou nous rappelons que v = — 1. 

Demonstration. — Soil i G Z//Z. Le fait que et engendrent le meme 

S^^[l/u]-module implique que la matrice est inversible dans M 2 {&g\l/u]). Ainsi 
son determinant verifie detP^*^ = (mod ^'^*"’'^65’) pour un certain entier positif 

ou nul Vi et un certain element a* qui est inversible dans S. En outre, vue la forme de 
I’egalite (15) entraine I’egalite numerique e = pi^i — I'j+i + p — 1. Comme nf et uq 
coincident, tons les Ui sont egaux au point fixe n. □ 


Du lemme 3.2.3, il resulte que, pour tout entier d superieur ou egal a n, les vecteurs 
^ et sont dans I’image de P ^^^, c’est-a-dire dans 911*^*). Ceci est en particulier 

vrai pour d = e et implique que nous pouvons, sans perte de generalite, choisir de 
la forme 


p{i) = 


6 ' 


u°'^+f bi a'. 




avec Oj, bi, a[ et b[ dans S. En vertu du lemme 3.2.3, nous obtenons : 
(16) «! + ou ai+/ + a( = i/. 


3.2.3. line forme normale pour les p(*). — Soit i G [0, / —Ij un entier fixe. Supposons, 
dans un premier temps, que Q;j+a'_|_j = v < cij+j+a'. Alors Oj+j+a' est necessairement 
superieur ou egal a r + e, etant donne qu’il doit etre congru a v modulo e. Comme 
< e et a' < e, nous en deduisons que ai ^ v < a[ ei ®i+/ ^ ^ < «*+/• Ainsi, 
quitte a modifier la base de — ce qui revient a faire des operations sur les colonnes 
de P(*) — nous pouvons supposer que P^*^ prend la forme ; 


(17) 


pP) 


0 \ 

0 ) ■ 


De la meme maniere, si a[ + «*+/ = n < + a*, nous pouvons supposer que : 


pP) 


0 \ 

0 ) ■ 


(18) 
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II reste a examiner le cas ou a* + = «i+/ + a[ = v. Posons 5 = u — (a* + ai+/). 

De meme que dans la demonstration du lemme 2.1.6, nous voyons que la condition 
r] ^ r]' implique 5^0. Par ailleurs, la matrice s’ecrit : 

p{i) ^ \ 

V u'^'+fbi ri"»+/+^a' ) ■ 

Ainsi, dans le cas on <5 > 0, I’image de ne depend pas des valeurs de o' et 6' des 
lors que celles-ci verifie la condition : 

(19) Oio' - hib'i G 

ou designe le groupe des unites de S. De plus, remplacer le couple {ai,bi) par 
{sai,sbi) avec s G ne modifie pas non plus I’image de Par ailleurs, I’exis- 

tence des elements a' et 6' verifiant la condition (19) entraine que le sous-module de 
engendre par (0^,6*) definit un point de I’espace projectif P^(P) {i.e. le quotient 
/{ai,bi)S est projectif). Dans la suite, nous utilisons la notation classique [oj : bi] 
pour designer ce point. En conclusion, le reseau est entierement caracterise par le 
S-point [oj : bi] de la droite projective. De la meme maniere, si (5 < 0, nous trouvons 
que est determine par le point projectif [a( : 6'] G P^(P). 


3.2.4- Stabilite par ip. — Examinons a present a quelle condition sur 0^,6^, a', 6' le 
reseau 9J1 est stable par ip, c’est-a-dire a quelle condition les matrices definies par 
I’egalite (15) sont a coefficients dans &s- Un calcul immediat montre que la matrice 
est de la forme : 

( 20 ) 

pW = (p(*+i))-iG(*V(U(*)) = (det(p(*+i)))-^p(*) = (det(p(*+i)))-^ 


ou les coefficients de la matrice sont donnes par les formules suivantes : 


A-l-1' 
A-i-i'' 


B' = b'a'u<+^+f+P<+^^ - a'b' 


A = _5'6. 


I 


lorsque i est entre 0 et / — 2 et par une formule analogue qui tient compte de la forme 
antidiagonale de (c/ Eq. (11)) lorsque i = f — 1. Comme le determinant de 

p(*+i) fjg valuation u, la matrice P*-*^ est a coefficients dans 6^"*"^^ si, et seulement 
si tons les coefficients de de degre strictement inferieur a u s’annulent. Ceci fournit 
des conditions algebriques qui determinent les equations de la variete de Kisin, comme 
nous allons le preciser dans la partie §3.2.5 suivante. 


3.2.5. La variete )C{t,p). — Considerons I’espace K, = nf=o^ notons [xi : a:j+/] 

les coordonnees homogenes sur la i-ieme copie de en convenant, de meme que dans 
I’enonce du theoreme 2.2.1, que Xi = Xi mod 2/ pour i G N. Soit /C(t,7i) la sous-variete 
de K, definie par les families d’equations suivantes : 

(A) Xj = 0 lorsque Oj + > u, 

(A’) XiJ^f = 0 lorsque 0*+/ + a' > u. 
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(B) I’annulation des coefficients de degre strictement inferieur a r dans Ai, A[, Bi 
et B[ apres avoir pose lorsque a* + f + a[ = u : 

Xi = ai et Xi+f = bi si Oj + «*+/ < 

Xi = a • et Xi+f = 6' si ai + «*+f > 

Nous allons construire un morphisme IC{t,p) —)• a I’aide du foncteur des 

points. Fixons une A:£;-algebre T et considerons un point (Lq, ..., Lf^i) G /C(T). Chaque 
Li est done un sous-T-module projectif de rang 1 de tel que le quotient T^/Lj soit 
aussi projectif. A cette donnee, nous associons un nouveau /-uplet ..., 

oil A(*) est le ©^^-reseau de defini ainsi : 

(A) si ai + > r, A^*) = ; 

(A’) si a[ + aj+j > v, A^*) = ; 

(B) si ai + = «' + Oj+j = i/ et a* + aj+j < v : 

AW = i[Li ®T 6 ? + ( 6 ^^) 2 ) 

ou i : ^ (so, si) —> ; 

(B’) si ai + = «' + «»+/ = i/ et a* + «»+/ > v : 

A(*) = l'(Li ®T &T + (e?)^) 

ou i' : ^ Tl{p)^'^\ (so, si) —^ u°‘isoeQ^ + 

Cette association definit un morphisme K, dans la grassmanienne affine adequate 
qui induit, par restriction et corestriction, un morphisme entre varietes algebriques 
K.{i,p) —)■ t, p). Nous verifions immediatement que ce dernier est injectif sur 

les T-points pour toute A:£;-algebre T. Considerons a present une /c£;-algebre T, ainsi 
que (A(°), ..., un T-point de la variete de Kisin t,p). II existe un re- 

couvrement ouvert T —)■ 5 tel que les S ©t A*^*) soient tous libres. Des resultats des 
§3.2.1-3.2.4, nous deduisons alors que le 5-point (5 ©r A(*^)o^i</ de t, p) pro- 

vient d’un 5-point de )C{t,p). II en resulte que le morphisme )C{t,p) —>■ 5^=^ (v, t,/?) 
est un isomorphisme et nous avons ainsi demontre la premiere assertion du theoreme 

2.2.1. 

3.3. Traduction genetique. — Afin d’obtenir une demonstration complete du 
theoreme 2.2.1, il nous reste a reinterpreter les equations definissant IC{t,p) dans le 
langage genetique. C’est I’objet de cette partie. Nous choisissons et fixons un gene 
associe au couple (p, t), que nous noterons X = (Xi)i^z- 

Lemme 3.3.1. — Pour i G [0, / — IJ, nous avons les equivalences suivantes : 
i) ai + > n si et seulement si A* = 0 

a) a[ + ai+z > u si et seulement si Xi^f = 0 
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Demonstration. — Par definition, si Xj = 0 alors at > u ei done a fortiori nous avons 
+ Reciproquement, supposons oti + a^^j > u. Alors, de la congruence (14) 

appliquee a i+f, nous deduisons que cti+a'-^j ^ u+e et, par suite, a* ^ u+e—> u 
car < e. Ainsi Xj = 0. 

La demonstration du ii) est similaire. □ 

II resulte du lemme 3.3.1 que les jeux d’equations (A) et (A’) apparaissant dans la 
definition de K,{i,~p) (§3.2.5) correspondent aux equations (A) du theoreme 2.2.1. II ne 
reste done plus qu’a demontrer que le jeu (B) fournit les memes equations que les jeux 
(Bl), (B2) et (B3) du theoreme 2.2.1. D’apres la discussion qui suit la definition 2.1.8, 
si X n’a pas de caractere dominant, le resultat est clair. Nous supposons done, a partir 
de maintenant, que X a un caractere dominant. 

Lemme 3.3.2. — Soit i G [[0, / — Ij tel que X* / 0 et Xj+j / 0. Alors : 

i) ai + = a' + Oi+j = u 

ii) A (resp. est dominant en i ssi ai + < v (resp. a* + «*+/ > n). 

Demonstration. — L’enonce i) est une consequence directe du lemme 3.3.1. Supposons 
a present que A soit dominant dans demontrons que ai + < u. S’il y a 

parmi Xj et Xj_|_j exactement un A et un B, le lemme 2.1.3 implique que 

u — Oi+i — «*+/+! = p ■ — ai — Oj+z) 

et nous sommes ramenes a I’enonce analogue ou i est remplace par i + 1. Ainsi, nous 
pouvons supposer que le couple d’alleles (j^^) est (^), (j^g) ou Mais alors : 

V — ai — ai+f > — Ei — Ei+f si = ( a ) 

v — ai — ai+f > 0 sinon. 

Dans tons les cas, nous avons bien v — ai — ai+/ > 0 puisque — Ei — Ei+f = 

(p — 2)(1 + • • • + p^~‘^) — 2 > 0 pour p ^ 5. De la meme maniere, nous demontrons 
que si B est dominant dans (^* ), alors ai + ai+/ > u. Les equivalences de ii) en 
decoulent. □ 


Rappelons que le jeu d’equations (B) s’obtient en ecrivant que les coefficients de 
degre strictement inferieur a u dans les quatre expressions suivantes s’annulent : 

• Ai = 

. B' = , 

• Bi = 

. A' = -6'6i+iu“»+i+/+K+^i + a'ai+iu“'+i+^“»+/+'*‘+L 
Nous remarquons que toutes les puissances de u qui apparaissent dans les coefficients 
diagonaux A* et A' sont (positives et) congrues a v modulo e. Ces puissances sont done 
superieures ou egales a u et les coefficients A* et A' n’apportent done aucune contrainte. 
Pour Bi et nous aurons besoin du lemme suivant. 


Lemme 3.3.3. — Pour i G [0, / — Ij, nous avons : 
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• CKj+i+z + pai + hi < u ssi A est dominant en {i + 1) et Xi G {A, AB}. 

Lorsque c’est le cas, ^j+/ = 0 ou A est dominant en i. 

• aj+i +pai^f + hi+f < V ssi A est dominant en (i + 1) et ^i+/ G {A, AB}. 

Lorsque c’est le cas, X* = 0 on A esi dominant en i. 

• CKi+i+/ +^0!^ + hi < V ssi B est dominant en (i + 1) et ^i+/ G {B, 0}. 

Lorsque c’est le cas, Xi = 0 on B est dominant en i. 

• CKi+i +^0^+^ + hi+f < V ssiB est dominant en {i + 1) et Xi G {B, 0}. 

Lorsque c’est le cas, Xi^f = 0 on B est dominant en i. 

De plus, dans chacun des quatre cas precedents, nous avons Xi^i / 0 et Xj+i+j / 0. 

Demonstration. — Supposons aj+i+y +pai + hi < v. Alors pai + hi < v et, par suite, 
ai < VIp < Vp^i. Ainsi Xi G {A, AB}. De plus aj+i = pai + hi (mod e) et, done, d’apres 
le lemme 2.1.3, Oj+i = pai + hi < u. Ainsi aj+i + al_^_^_^_j: = + aj+i+j = n et 

— «i+i = n — aj+i+j — cij+i > 0. Done A est dominant en {i + 1) d’apres le lemme 
3.3.2. Les autres resultats sont analogues, en eonstatant qu’un ealeul similaire a eelui du 
lemme 2.1.3 montre que les eoeffieients {a'^}i^o, definis par la eongruenee (14) satisfont 
poz-'i+f + hi = si et seulement si A'j+j G {0,B}. □ 

Supposons a present qu’il apparaisse dans Bi un eoeffieient de degre strietement 
inferieur a n. Alors, ai+i+f+pai+hi < n ou ai+i+pai+f+hi+f < u et, par suite, d’apres 
les deux premieres assertions du lemme 3.3.3, A est dominant en (i + 1). Nous remar- 
quons, de plus, que le coefficient devant ii"i+i+/+P"i+N (resp. devant 
s’annule si A^i+/ = 0 (resp. Xi = 0). En utilisant a nouveau le lemme 3.3.3, nous 
deduisons que A est aussi dominant en i. Ces conclusions, combinees au lemme 2.1.4 et 
au fait que le couple d’alleles (°) ne pent apparaitre, restreignent les possibilites pour 
(a +/) maniere suivante : 



Le tableau ci-dessous presente, pour chacune des valeurs possibles de I’equation 

donnee par Bi ainsi que la decoration entre les positions i et f + 1. (Remarquons que, 
si les deux puissances de u qui apparaissent dans Bi sont strietement inferieures a n, 
alors elles sont necessairement egales car congrues modulo e.) 


(X) 

Equation 

Decoration 

0 

= CLi-\-ibi 

X 

0 

bi+i = 0 

\ 

0 

^ibi-\-l — 0 

\ 

0 

^2 + 1 — 0 

/ 

0 

^i-\-lbi — 0 

/ 


En gardant a I’esprit qu’etant donne que A est dominant en i et i +1, les variables Oj, bi, 
Uj+i et correspondent respectivement a Xi, Xi+f, Xi+i et Xj+/+i, nous constatons 
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que les equations provenant de Bi sont un sous-ensemble de cedes des jeux (Bl)^ (B2) 
et (B3). 

Reciproquement, considerons une equation E donnee par I’un des trois jeux 
precedents correspondant a une decoration entre les positions i et (i + 1) ou A est 
dominant. Si Xi G {A, AB}, la premiere equivalence du lemme 3.3.3 nous apprend que 
aj+i+z +pai + hi < u, d’ou nous deduisons que I’equation E est bien une equation de 
la variete IC{t,p). Nous concluons de la meme maniere si Xi^j G {A, AB} en utilisant 
la deuxieme equivalence du lemme 3.3.3. Enfin, nous remarquons que ces deux cas 
regroupent toutes les possibilites puisque nous avons suppose que A est dominant en i. 
Nous avons ainsi demontre que les equations provenant de Bi coincident exactement 
avec les equations des jeux (BI), (B2) et (B3) qui correspondent a une decoration 
entre deux positions ou A est dominant. 

Exactement de la meme maniere, nous demontrons que les equations correspondant a 
une decoration entre deux positions ou B est dominant coincident avec cedes provenant 
B'j^. Etant donne que, par definition, les decorations sur X n’existent qu’entre deux 
indices f et (i + 1) ayant meme allele dominant, le theoreme 2.2.1 est demontre. 


4. Geometrie de la variete de Kisin 

Le theoreme 2.2.1 presente les varietes de Kisin t, p) comme des sous-varietes 

de nf=ro^ definies par des equations explicites. Le but de ce paragraphe (§4) est d’ex- 
pliquer comment apprehender la geometrie des varietes de Kisin qui n’est pas si simple 
en general. En efFet, les varietes peuvent avoir de multiples composantes 

irreductibles de dimension variable. 

Dans toute cette partie, la representation p et le type galoisien t sont fixes, ainsi que 
des entiers h, 7 et 7' qui les representent. Comme precedemment, nous notons {Xi)i^z 
le gene decore associe a ces donnees. 

4.1. Reduction des equations de la variete de Kisin. — Comme nous I’avons 
deja vu sur I’exemple du §2.3.4, le systeme d’equations donne par le theoreme 2.2.1 se 
simplifie par des considerations successives immediates dont nous faisons maintenant 
la liste ; 

i) si deux colonnes consecutives du gene sont reliees par deux liens (en forme de 
croix), les points projectifs correspondant sont egaux et nous pouvons fusionner 
les deux colonnes en question; 

ii) si la valeur de la variable Xi est imposee egale a 0, nous pouvons supposer, sans 
perte de generalite, que vaut 1; 

hi) nous pouvons supprimer tout lien partant ou arrivant sur une variable dont nous 
savons deja qu’elle est contrainte egale a 0; 

iv) si un lien relie les variables Xi et Xj et que nous savons deja que x* est contrainte 
egale a 1, nous pouvons en deduire que Xj s’annule et done ajouter I’equation 
Xj = 0, ce qui permet par suite de supprimer le lien entre Xi et Xj. 
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La regie i) permet de supposer qu’il n’y a plus de lien en forme de croix. Cette etape 
ne conduit a aucune contradiction car deux symboles Xi = Xj+j+i = 0 qui imposent 
les equations Xi = Xj+y+i = 0 n’ont pas de lien entre eux. La regie ii) induit une 
contradiction si Xi = ^j+/ = 0, cas pour lequel la variete de Kisin est vide. Apres la 
reduction iv), il pent etre necessaire d’iterer I’ensemble des reductions ii) a iv) jusqu’a 
ce que le procede se stabilise. Par exemple, si nous plagons un 0 en celui-ci implique 
un 1 en Xj+j (par I’etape ii)) qui, a son tour, implique Xj+i = 0 s’il y a un lien entre 
et Aj+i. 

Exemple — Nous avons deja explique au §2.3.4 comment appliquer les regies 

ci-dessus sur un exemple. Nous presentons ci-apres un autre exemple qui montre que 
les simplifications peuvent se propager de fagon importante. Voici son gene : 


Le lien qui apparait entre la colonne 10 et la colonne 0 impose la valeur de [xq : xn] a 
[1:0]. Mais, de proche en proche, cela entraine que [x,, Xi+n] = [1:0] pour i £ ][0, 5]]. 
Pour i G {6,7,10}, la valeur de [xj,Xi+ii] est imposee, egale a [0 : 1] par la presence 
de I’allele 0. Enfin, les liens entre les colonnes 7 et 8 et les colonnes 8 et 9 conduisent 
a [xs : xig] = [xg : X 20 ] = [0,1]. Ainsi la valeur de tous les points projectifs [xi,Xj+ii] 
est uniquement determinee (sans qu’il y ait de contradiction) : la variete de Kisin 
correspondante est done reduite a un unique point {[0 : 1 ]}® x {[1 : 0 ]}^. 

Lorsque le gene ne contient pas de couple (°), ce procede de simplification ne conduit 
a aucune contradiction (une variable a la fois contrainte egale a 0 et egale a 1). En effet 
si, d’une part, le gene X ne contient pas de 0 , la reduction se limite a I’etape i) (de 
fusion des colonnes reliees par deux liens). D’autre part, si le gene contient un 0 , quitte 
a changer le plongement tq, nous pouvons supposer que Ag = 0 ou Aj = 0 . Si Ag = 0 , 
d’apres le lemme 2.1.4, A 2 /_i G {0, AB} et il n’y a pas de lien entre A 2 /_i et Xf. Done 
les modifications ne se propagent pas de a {x°)- ^ analogue. 

Enfin le lemme 4.1.2 ci-dessous garantit que les modifications ii) a iv) se propagent 
toujours vers la droite. 

Lemme 4-1 ■2- — Si Xi = 0 pour un certain entier i, il n’y a pas de lien entre Aj+j 
et Ai_i. 

Demonstration. — Sous I’hypothese Aj = 0, le lemme 2.1.4 assure que Aj_i G {AB, 0} 
d’ou nous deduisons qu’aucun lien ne part de Aj_i. □ 

Une fois que la serie des reductions i) a iv) est achevee, il est facile d’etablir la 
condition suffisante et necessaire de non vacuite de la variete de Kisin. 

Proposition 4‘i‘3. — La variete de Kisin f^.^^^(vg,t,p) est non vide si et seulement 
St pour tout i, / (°). 

4. Il correspond aux parametres h = + {p— l)p^ + (p— l)p® +p® +p® +P^°, 7 = —1 —p^ —p® —p^ 

et 7 ' = _ 2p^. 


AAAAAABOOBABO 

,\\\X\/ /X . 

BBBABAABBBA 
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Demonstration. — Notons X' le gene obtenu a partir de X apres stabilisation de I’en- 
semble des reductions i) a iv). Notons x' les variables correspondantes au gene X', 
elles torment un sous-ensemble des variables Xi obtenu apres I’etape i) en fusionnant 
les colonnes reliees par des croix. Pour obtenir un point de la variete de Kisin, il sufRt 
de specifier dans X' les variables x' encore «: libres » (en accord avec les equations liees 
aux liens restants et en evitant d’avoir simultanement x' = 0 et = 0 ) et, ensuite, 
de se souvenir de I’ensemble des reductions effectuees a I’etape i) (pour reconstruire 
un point compatible avec le gene X a partir d’un point compatible avec le gene reduit 

Si X ne contient pas de D, alors pour tout i G [0, / — Ij, nous specifions x' a la valeur 
0 (resp. 1) et x'-^j a la valeur 1 (resp. 0) si a^ 2 /-i (resp. x'j_^ et Xg) ne sont pas 

lies. Ceci definit un point de la variete de Kisin. 

Si X contient un 0 , quitte a changer le plongement initial, nous pouvons supposer 
que Xq = 0 ou X/-i = 0. Traitons le cas Xq = 0. Le cas ^/-i = 0 est analogue. 
Pour la specification des variables, nous partons de Xg = 0 et tant que tant que la 
variable x'^_^_j n’a pas une valeur contrainte a 0 , nous specifions les variables libres x' a 
la valeur 0 et les variables libres x'-_^_j a la valeur 1 . Si pour tout i G [[1, / — Ij, x'^j = 0, 
nous specifions ainsi toutes les variables libres du gene decore X'. Sinon pour I’indice 
io G [1)/ ~ minimum tel que = 0, nous posons x'^ = 1. Puis nous procedons 

de meme a partir de = 0 en specifiant la valeur des variables libres a 0 

(resp. x'^_,_j a 1) tant que / 0. Nous recommengons ensuite le meme processus 

a partir de = 0 ou ii est I’indice minimum pour lequel a;q_,_q = 0 , et ainsi de 

suite. Nous parcourons ainsi tout le gene, en specifiant successivement les valeurs des 
variables libres a 1 ou a 0 . 

L’element ainsi construit est compatible avec les liens. En effet, d’une part, apres 
reduction, les liens n’apparaissent plus qu’entre des couples de variables libres (car les 
regies ii) et iv) permettent de supprimer tous les liens dont la valeur d’une extremite est 
specifiee a 1 ou 0). D’autre part, si nous avons deux variables libres x' et x'_|_y_|_j^, alors les 
deux autres variables et sont libres et I’afFectation des valeurs x( = x'_,_]^ = 0 
(ou x'^j = x'_|_j_|_^ = 0 ) est compatible avec tout lien eventuel. □ 


Remarque 4-1 ■4- — Dans le cas ou le gene initial X ne contient pas d’occurence 0, 
il est possible que le gene reduit X' (introduit dans la demonstration de la proposition 
4.1.3) soit constitute d’une unique suite de couples de variables libres, chacun etant 
relie a son successeur par un ou plusieurs liens, de fagon a ce que la sequence d’alleles 
correspondantes presente une boucle. Dans la suite (§4.2), nous detaillons le cas general 
d’une sequence d’alleles sans boucle en indiquant comment adapter les constructions 
et les demonstrations au cas a boucle. 


4.2. Composantes irreductibles et dimension. — Apres avoir effectue la 
reduction du §4.1, nous pouvons decouper le gene reduit X' en morceaux de taille 
minimale (sans couper de lien!) ne comprenant qu’un couple de variables a valeurs 
specifiees ((5) ou (g)) ou qu’une suite (dite sequence d’alleles) de couples de variables 
libres tels que deux couples successifs sont relies par un lien. 
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La variete de Kisin s’ecrit alors comme un produit de varietes, dites 

variates facteur, correspondant aux sequences d’alleles obtenues a partir de la reduction 
du gene X decore associe apetr. 

Une sequence d’alleles de longueur i est de la forme : 



ou les variables yi et les Zi correspondent a certains Xj. Dans le cas ou le gene initial 
X ne contient pas d’occurence 0, il est possible qu’il y ait un lien supplementaire (dit 
boucle) entre yi et yi ou entre zi et Z£ (voir remarque 4.1.4). 


Soit V une variete facteur correspondant a une sequence d’alleles fixee (sans boucle) 
de longueur i. Notons ji, • • • ,jn les indices (s’ils existent) de \2,i — Ij presentant une 
alternance de pente. S’il n’y a pas d’alternance de pente, nous posons n = 0 et ji = 
Posons jo = 1 et jn+i = ^ et definissons les intervalles : 

Im = [jm, jm+i] pour m G [[ 0 ,n]]. 

Nous convenons de plus que In+i = 0- 

Definition 4-2.1. — Une partie S C [[1,1']] est dite exprimable si pour tout m G 
|]0, n + Ij, I’intersection S' n est de cardinal au plus 1. 


Une partie exprimable S = {ri,...,rs} C [1,1]] definit une sous-variete Vs de la 
variete facteur V isomorphe a (P^^)® de la fagon suivante. Supposons que yi et Z 2 sont 
lies. Alors, en convenant que [yo : zq] = [0 : 1 ], la sous-variete Vs est I’ensemble des 
{[Ui ■ 2 i])i,gi,g£ avec, tout d’abord : 

• [yi : Zi] G si 1 G S, 

• [Vi : 2 ;*] = [0 : 1 ] si 1 ^ i < ri, 

puis, pour u prenant successivement les valeurs 1 ,..., s — 1 : 

• si G {ji,..., jn}, alors [yi : Zi] = [?/r„-i : ^r^-i] POur i G []r„ -h 1, r„+i - Ij 

• si 0 {ji,..., j„}, alors pour i G []r„ -t- 1, r„+i - Ij : 


[Pi ■ Zi] 


]0 : 1 ] si [yr„-i : Zr^-i] = [ 1 : 0 ] 
[1 ; 0 ] si [yr^-i : Zr^-i] = [ 0 : 1 ] 


et, enfin : 

• si G {ji,..., jn}, [yi : Zi] = [yr^-i : Zr^-i] pour z G [r* -F 1,1]] 

• si Ts 0 {ji,..., jn}, alors pour z G -F 1,1]] : 

L, . ^ 1 _ / [0 : 1] si ]y^,_i : Zr,-i] = [1:0] 

\ [1 : 0] si ]y,_i:z,_i] = [0:l]. 


La construction de Vs est analogue si zi et z /2 sont lies, en initialisant les valeurs par 
[yr : Zr] = [ 1 : 0 ] pour —1 ^ r < ri. 
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Autrement dit, Vs s’obtient comme la sous-variete de produit de aux 

indices i G 5 et des valeurs fixees a [0 : 1] ou [1 : 0] aux autres indices. L’alternance des 
valeurs fixees et le caractere exprimable de S garantissent I’inclusion V 5 C V. 


Remarque J^.2.2. — Dans le cas d’une sequence d’alleles a boucle (voir remarque 
4.1.4), il convient d’adapter la definition de partie exprimable S C [1,^]] a la presence 
d’un lien supplementaire, i.e. S (1 In+i est de cardinal au plus 1 pour 


In+l — ^ 


{i,n 

[1, jl] U [jn,e\ 


s’il y a une alternance de pente en 1 et 

s’il y a une alternance de pente en 1 , mais pas en 

s’il y a une alternance de pente en i, mais pas en 1 , 

s’il n’y a pas d’alternance de pente en 1 , ni en i. 


La construction de la sous-variete V 5 associee a une partie exprimable S est analogue, 
avec une initialisation adaptee des valeurs des variables pour 0 ^ r < ri. 


Proposition 4-2.3. — Les composantes irreductibles de V sont en bijection avec les 
parties exprimables S maximales pour I’inclusion. 

La dimension de V est egale au cardinal maximal d’une partie exprimable et est 
toujours inferieure ou egale a 

Demonstration. — Un examen des equations definissant V montre que V est egale a 
la reunion des V 5 pour S parcourant I’ensemble des parties exprimables maximales de 
[[0,^]]. Par ailleurs, les varietes V 5 sont toutes irreductibles car elles s’identifient a des 
produits de copies de II resulte de ceci que les composantes irreductibles de V 
sont a compter parmi les Vs- Par ailleurs, aucune des varietes V 5 (pour S parcourant 
I’ensemble des parties exprimables maximales) n’est incluse dans une autre a cause de 
la condition de maximalite. Nous en deduisons la premiere assertion de la proposition. 

Le fait que la dimension de V soit egale au cardinal maximal d’une partie exprimable 
de est alors evident apres avoir remarque qu’une partie exprimable de cardinal 

maximal est a fortiori maximale pour I’inclusion. Enfin la majoration dimV ^ 
resulte du fait qu’une partie exprimable de [[ 1 , 1 ']] ne pent pas contenir deux entiers 
consecutifs. □ 


Exemple 4-2.4- — Examinons le cas ou I’ensemble de valeurs prises par les jm est 
|[ 1 , 1 ]|, c’est-a-dire, graphiquement, oil les liens montent et descendent alternativement : 


2/1 

2/2 

2/3 

ye -1 

ye 





Zl 

Z2 

^3 

ze-i 

Zl 


Dans cette situation, une partie de |[1,1]| est exprimable si et seulement si elle ne 
contient pas deux entiers consecutifs. Une partie exprimable de cardinal maximal est 
done obtenue en ne gardant que les entiers impairs de [[ 1 , ; elle compte elements. 

La dimension de la variete facteur correspondante est done, dans ce cas, egale a 

^+1 I 
2 -I ■ 

Nous constatons, par ailleurs, qu’au moins pour 1 ^ 3, il existe d’autres parties 
exprimables maximales ayant des cardinaux moindres. Un exemple est donne par la 
partie S C [[1,1|| qui regroupe les entiers congrus a 2 modulo 3. Cette partie a pour 
cardinal variete Ve possede done au moins une composante irreductible de 

cette dimension. 
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Nous pouvons aisement etre plus precis et denombrer les composantes irreductibles 
de Vf. Pour ce faire, posons : 


dim 

Pi{X) = Y, ae^X'^ 

d=0 

ou ai^d est la nombre de composantes irreductibles de Vi de dimension d. En remarquant 
qu’une partie exprimable maximale de [ 1 , contient necessairement soit 1 , soit 2 , nous 
obtenons la relation de recurrence suivante : 


(21) Pi{X) = X ■ {Pi-2{X) + Pe-siX)). 

Par ailleurs, les premiers termes de la suite des Pi{X) sont aises a calculer : nous 
trouvons PoiX) = 1, Pi{X) = X et P 2 {X) = 2X. Les Pe{X) suivants s’obtiennent 
alors en iterant (21). Par exemple, nous trouvons : 

P2oiX) = 11 • + 120 • + 126 • X® + 8 • 

et constatons que la geometric des varietes Vi — et done, par corollaire, celle des varietes 
de Kisin — pent etre assez complexe. Remarquons, pour conclure, que la valeur ^^(1) 
donne le nombre de composantes irreductibles de Vi ; une etude simple permet de 
montrer qu’elle se comporte asymptotiquement comme c • ou c est une constante 
strictement positive et a > 1 est solution de a® = a + 1 . 


Pourvu que nous ayons garde trace des reductions successives permettant de passer 
du gene decore X associe a p et a t aux differentes sequences d’alleles qui composent le 
gene decore X' obtenu par reduction, nous deduisons immediatement de la proposition 
4.2.3 les composantes irreductibles (produit des composantes irreductibles des varietes 
facteur) et la dimension de la variete de Kisin (vq,!,/?). 


4.3. Connexite des varietes de Kisin. — L’objectif de cette partie est de 
demontrer la connexite des varietes de Kisin l^=^^(vo, t, p). D’apres la construction 
effectuee au paragraphe precedent, il suffit d’etablir la connexite des varietes facteur V 
du §4.2 dont nous reprenons integralement les notations. La proposition suivante est 
la cle de la demonstration. 

Proposition 4-3.1- — Soient S (resp. T) une partie exprimable maximale de [l,^]] 
et V 5 (resp. Vt) la composante irreductible de V qui lui correspond. Alors V 5 n Vt est 
non vide si et seulement si pour tout m G [[0, n + Ij, a G 5 n Im et b £ T (1 Im, nous 
avons (|a — 6 | ^ 1 ) ou {\a — h\ = (. — 1 et m = n + 1). 

Demonstration. — La proposition est claire si la sequence d’alleles definissant V ne 
contient pas d’alternance de pente (voir §2.3.2). Le resultat general s’obtient en tra- 
vaillant successivement sur chaque fragment de diagrammes d’indice Im pour m G 
[0,n + l]]. □ 

Corollaire 4-3.2. — La variete V est connexe. 

Demonstration. — Etant donne deux parties exprimables maximales S et T de [[1,1']], 
il est facile de construire une suite 5o,..., 5^ de parties exprimables maximales de [[ 1 , 
telles que Sq = S, Sd = T et le couple (5'i,5j+i) verifie la condition de la proposition 
4.3.1 pour tout i. Le corollaire s’en deduit. □ 
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Corollaire 4-3.3. — La variete de Kisin {vQ,t, p) est connexe. 

Demonstration. — C’est immMiat etant donne que t, p) s’ecrit comme un 

produit de varietes facteurs V de la forme precedente. □ 

Notons que ce corollaire repond, dans notre cadre, a la conjecture 2.4.16 de [Ki3]. 


5. Stratification et espace de deformations 

Le but de cette derniere partie est de donner des indications indiquant que I’an- 
neau de deformations R^{'v,t,p) et la variete de Kisin i#^^(v,t,7i) sont deux objets 
intimement lies. 

5.1. Specialisation et genre. — Soit D'^{'v,t,p) I’espace rigide qui a pour anneau 
des fonctions R'^{'v,t,p)[l/p]. Le theoreme 1.3.6 nous autorise a penser a D^{-v,t,p) 

egalement comme a la fibre generique de ^3^ {\r,t,p). Nous prendrons garde toutefois 
au fait que cette derniere assertion n’a a priori pas un sens precis etant donne que le 

schema formel (v,t,/>) n’entre pas dans le cadre de la geometrie rigide classique 
car il n’est pas muni de la topologie p-adique (mais de la topologie m-adique ou m est 
I’ideal maximal de t, p)). 

Malgre tout, nous pouvons construire une application de specialisation 

sp : D'^{v,t,p) —)■ {'v,t,p) 

qui est definie, au moins, de fagon ensembliste sur les points fermes. Dans la suite, 
lorsque E' est une extension finie de E, Oe' fait reference a son anneau des entiers, 
m^;/ a son ideal maximal, kE' = Oe'/'^e' a son corps residuel et tte' a Tune de ses 
uniformisantes. Afin de construire le morphisme de specialisation, nous remarquons en 
premier lieu que la donnee d’un point x G D^{v, t, p) de corps residuel E' est equivalente 
a celle d’un couple {p, 911) ou : 

• p est une classe d’isomorphisme de representations p : Ge —^ GL 2 {Oe') potentiel- 
lement BarsottDTate de type (v,t), de determinant et dont la reduction modulo 
tte' est isomorphe a p, et 

• 911 est un reseau de type (v,t) a I’interieur de M(£'' p) (qui est uniquement 
determine). 

Le quotient 911/7r£;/911 est alors un reseau de type (v,t) dans M(7)). II apparait done 
comme un /c£;/-point de i^,^^(v,t,7l) et en determine ainsi un point ferme. Cette 
construction definit une application ensembliste sp : D'^{'v,t,p) —)■ ^3?^ {'v,t,p). 

La theorie des genres introduite et developpee dans [Br] puis reprise dans [CDM] 

permet de decrire I’image reciproque d’un point ferme de t, p) par I’application 

de specialisation. Rappelons tout d’abord la definition du genre d’un module de BreuiD 
Kisin. Soit R = Oe> om R = kE' ■ Soit 

m = 911^°) © • • • © 9ii(^-i) 
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un module de Breuil-Kisin qui est libre de rang 2 sur Qr, de type de Hodge v et de type 
galoisien t. Pour tout i G [0, / — Ij, il existe une base (e^\ e^)) dans laquelle Gal(L/i^) 


agit par la matrice . Notons la matrice de I’application (p : 

dans les bases precedentes. 


93^(*+i) 


Definition 5.1.1. — Avec les notations ci-dessus, le genre {gi{d}l))opipf-i de Tl est 
defini par 

• gi{Tl) = si le coefficient en haut a gauche de est inversible, 

• gi{Tl) = Irj' si le coefficient en bas a droite de est inversible, 

• gi{^) = II sinon. 


Suivant la strategie de la demonstration du lemme 3.1.7 de [CDM], nous constatons 
que le genre ne depend que de 9IT — et notamment pas du choix des 

bases e^*?)o<£i<£/-i. 


En caracteristique p, le genre definit une stratification de la variete de Kisin. Plus 
precisement, considerons I’ensemble Q = {I, II} et munissons Q-^ de I’ordre partiel ^ 
defini sur chaque composante par I ^ II. Soit encore mc : {1,^,1^/,II} — )■ G I’application 
qui envoie I,^ et I^/ sur I et II sur II. Avec ces notations, nous avons le theoreme suivant 
dont la demonstration est reportee au §5.2.1. 


Theoreme 5.1.2. — La variete p) admet une stratification par des sous- 

varietes reduites et localement fermees i^^(v,t,p) {g = {gi)opi<f G Q^) earacterisees 
par : 


^■^3(v,t,p)(/c) 


reseaux Tl tels que 

Mc{gi{Tl)) = gi,yi 


C t, p){k) 


pour toute extension finie k de Le- 

De plus, I’adherence d’une strate {'v,t,p) est egale a I’union des strates 
'^^g>{v,t,p) prise sur tous les g' g. 


Remarque 5.1.3. — Dans [Ca3], dans un contexte different, une stratification a 
egalement ete definie sur certaines varietes de Kisin. II semble toutefois difficile a priori 
de comparer ces deux constructions. Neanmoins, la question se pose de savoir s’il existe 
une methode generate pour stratifier les varietfe de Kisin qui conduirait, d’une part, a 
celle de cet article et, d’autre part a celle de [Ca3]. 


Dans la suite, etant donne un point x G t, p), nous notons g{x) = 

{gQ{x),..., gf-i{x)) I’unique element g £ pour lequel x G §€^^(v,t,p). Les 
fonctions p* ainsi definies sont semi-continues inferieurement sur la variete de Kisin, 
I’ensemble d’arrivee G = {I, II} etant muni de la topologie discrete. 

En caracteristique nulle, le genre joue egalement un role important. De la proposition 
5.2 de [Br] et de la proposition 3.1.12 de [CDM], nous deduisons le resultat suivant. 

Proposition 5.1.4- — Supposons t non degenere (voir definition 1.1.1). Soit 9JI = 
lut(o) © • • • © un module de Breuil-Kisin de rang 2 sur de type de Hodge 

V et de type galoisien t = r/ © ry'. 
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Alors il existe des elements a, a' dans O^, ainsi que, pour tout i G [ 0 ,/ — Ij, une 
base e^\e^^) de et des parametres ai,a[ (vivant dans un espaee precise ci-apres) 
tels que : 


(1) pour tout i, la donnee de descente agit sur e^'^ (resp. par le caractere rj (resp. 

i); 

(2) en notant la matrice de ^ la matriee pour 

0 ^ i ^ f — 2 (resp. G^ = pour i = f — 1) est de la forme : 

si gi{Tl) = ; G^ = avee ai G Ge', a- = 0, 




St 


ig,{m)=l„': G« = 


St 


ig,{m)=\l: G« = 


1 

0 +p 

Oi 


u 


7i+l 


avee ai = 0, a' £ Oe', 
avee ai,a^ G m^;/, a,a' = —p. 


De plus {13, /3' ,bo,bQ,... ,bf-i, &j_i) est une autre famille de parametres verifiant les 
eonditions ei-dessus si et seulement s’il existe un element X G O^, pour lequel les trois 
eonditions suivantes soient verifiees : 

- pour tout i G lO, f — 1}, bi = et b[ = 

- si Uf est pair, alors a = ol et (3 = (3', 

- si Uf est impair, alors -^ = f ^ 

ou, Ui designe le nombre de II parmi go{Tl),... ,gi-i{Tl). 


Considerons a present un point ferme x G {'v,t, p). II resulte de la proposition 
5.1.4 ci-dessus que I’image inverse de x par I’application de specialisation sp est en bi- 
jectionavec Spm{WoE{kE{x))<S'OE ^g(x)[^/p]) ou = OE<SiwikE)^ikE{x)) 

et, pour g = {go,..., c//_i) G : 

( 22 ) Rg= Rgo0Rg,0 ■■■ 0 Rgf_, 

avee Ri = G£;[[Tj]] (et done correspondant a une boule ouverte) et Ru = 

(et done correspondant a une couronne ouverte). Ainsi, geometriquement, I’espace de 
deformations D'^{-v,t,p) s’obtient comme une union de produits de boules et de cou- 
ronnes, la maniere dont cette union se realise etant encodee par la variete de Kisin 
munie de sa stratification. 

Convenons que deux varietes de Kisin stratifiees ti, p^) et (v, t2, ^ 2 ) sont 

isomorpties si elles partagent le meme / et s’il existe une permutation ct de {0,..., / —1} 

ainsi qu’un isomorphisme {'v,ti,pi) {^A 2 ,~P 2 ) d^i induit, pour tout g = 

{go,..., gf-i) G , un isomorphisme entre {v,ti,pi) ^A?^.g{'v,t2,P2) 
definition, a- g = ( 5 ^( 0 ), • • -^daif-i))- 

Conjecture 5.1.5. — Supposons que t est non degenere. L’espaee de deformations 
D^{v,t,p) est entierement determine par la elasse d’isomorphisme de la variete de 

Kisin stratifiee {'v,t,p). 
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Au §5.4, nous donnons une recette conjecturale pour construire un candidat pour 
I’espace rigide D^(v, t,p) a partir de la variete de Kisin stratifiee. Nous insistons, par 
ailleurs, sur le fait que la donnee de la stratification est absolument necessaire : la variete 

- lb 

de Kisin (v, t, p) vue comme variete algebrique abstraire ne permet pas, a elle seule, 
de reconstruire Z)’^(v,t,p), comme nous le verrons au §5.3. II n’est egalement pas vrai 
que la variete de Kisin stratifiee determine I’anneau i?’^(v,t,p). Nous conjecturons 
toutefois la propriete plus faible suivante. 

Conjecture 5.1.6. — Supposons que t est non degenere. L’anneau de deformations 
R^{v,t,p) est entierement determine par un gene (n’importe lequel) associe au eouple 

5.2. Stratification par le genre. — Le but de ce paragraphe est de demontrer le 
theoreme 5.1.2 puis de donner des equations explicites pour les strates t,p) et 

d’etudier la geometrie des varietes de Kisin stratifiees. 

5.2.1. Demonstration du theoreme 5.1.2. — Nous rappelons que pour tout i dans 
Z//Z , la matrice de p de dans est, dans les bases donnee par 

les formules (20) 

//W = (det(p(*+i)))-^ . 

Par consequent, le genre gi(DJl) se lit sur la valuation u-adique de A* ou pour 0 ^ f ^ 
f — 2 {et une formule analogue pour i = f — 1) : 

est la matrice de passage de (ey\e^p a 

(voir §3.2.1). Rappelons que d’apres le lemme 3.2.3, le determinant de est de 
valuation u-adique n. 

Lemme 5.2.1. — Soient k une extension finie de kE et ([x^ : un k- 

point de la variete de Kisin t, p). Notons 911 = (91lW)Q,g^,gj_j^ le 6-resean 

eorrespondant et X = {Xi)i^z Ig gene assoeie. 

i) Si A est dominant en i et {i + 1), alors : 

• gi{Tl) = \r^ s’il existe j G {i,i + /}, tel que Xj = B et Xj+i / 0, 

• gi{Tl) = Irf' s’il existe j G {i,i + /}, tel que Xj = A et Xj / 0, 

. gbTl) = II sinon. 

a) Si A est dominant en i etB est dominant en (i + 1), alors : 

. gbTl) = II dans I’un des trois cas suivants : 

a) Xi = Xi+f = A et [xi : Xi+f] = [xj+/+i : x^+i] 

b) Xi — A, Xi_^j ^ A et — 0 

c) Xi / A, Xi+f = A et Xi+fXi+f+i = 0 

• gi{DJl) = Ijj' sinon. 

Les resultats preeedents sont encore vrais si nous eehangeons simultanement A et B 
d ’une part et I,, et Irj' d ’autre part. 


et ou = 


bi a' 
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Demonstration. — Supposons A dominant dans les couples d’alleles et 

Si = (b)- D’apres le lemme 2.1.3, nous avons 

cii-j-i — pexi hi et (Xi-\-\-\-j — poii-\-j hi^j e. 

De plus comme Xj / 0 (d’apres le lemme 2.1.4) pour j G {z, z + /, z + 1, i + 1 + /} et 
que le couple d’alleles (g) ne peut pas apparaitre, nous deduisons : 

Oi+i + cii+j+i = a* + Oi+z = ot^ + cxi+f = Q^i+i + ai+i+/ = u. 

Ainsi Ai = u''{aia^_^_l — bib^_^_lU^) et A' = vy{—b'jbi+i + a'aj+izz®). Le lien entre Xi et 
Aj_|_i+z implique Oibi+i = 0. Done 971^*^ est de genre II si et seulement si Ui = 6 i+i = 0 
et il est de genre 1 ,^ (resp. I^/) si 6 j+i 7 ^ 0 (resp. Oj 7 ^ 0 ). 

Si ) = (^), nous obtenons de meme A* = — bib^_^_^). Or [a* : bi] = 

^” 1 "/ 

[oj+i : &j+i] et aj+ia(_,_]^ — bi+ib'-_^^ G k'^. Done 971^*) est de genre I^/. 

Les autres cas sont analogues. □ 

Remarque 5.2.2. — En particulier, I’enonce du lemme 5.2.1 implique que si le couple 
d’alleles en z G [O, / — Ij du gene X satisfait ^ { (ab) ’ Co )} la composante 

97t^*) est toujours de genre IL 

Le theoreme 5.1.2 decoule a present simplement du lemme 5.2.1. 

5.2.2. Traduction genetique. — Le but du paragraphe §5.2.2 est d’expliquer comment 
les equations des strates de (v, t,p) peuvent se lire sur le gene. A cette fin, nous 
introduisons une decoration supplementaire, appelee decoration horizontale : 

Definition 5.2.3. — Pour z G [0,/ — Ij, 

• si A est dominant en z et B est dominant en z + 1, la decoration horizontale est 
composee d’un lien de Xi a Aj+i si A* = A et d’un lien de Aj+z a Aj+z+i si 
^i+f = ^; 

• si B est dominant en z et A est dominant en z + 1, la decoration horizontale est 
composee d’un lien de Aj a Aj+i si Aj = B et d’un lien de Aj+z a Aj+z+i si 

Exemple 5.2.4- — Le gene de I’exemple 2.1.10 (deja repris dans le §2.3.4), muni de 
toutes ses decorations, se represente comme suit : 


les decorations horizontales etant indiquees en rouge. 

Le lemme 5.2.1 se traduit alors simplement en termes de decorations du gene A : 

Proposition 5.2.5. — Soient k une extension finie de kE et ([xj : Xj+z])o^i^z-i 
k-point de la variete de Kisin t,p) associee au gene X = (A*). Notons 971 = 

(97T*^*^)o^j^Z-i &k-reseau correspondant. 

Soit z G [O,/ — Ij. Si {Aj, Aj+zl = {AB,0}, alors giifiJl) = IL 
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Dans le cas contraire, nous avons : 

i) si A est dominant en i et {i + 1), alors : 

- s’il n’y a pas de lien entre les deux eouples d’alleles ou s’il n’y a qu’un lien 
entre Xi et Xj+j+i (resp. entre Xi^f et Xi+i) et Xi = Xi+/+i = 0 (resp. 
Xi+f = Xi+i = 0), alors gi{Tl) = II, 

- s’il n’y a qu’un lien entre Xi et Xj+j+i (resp. entre ^i+/ et et Xj+i+j / 

0 (resp. Xi+i 7 ^ Oj, alors gi{^) = In, 

~ sinon gi{Tl) = I^/, 

a) si A est dominant en i etB est dominant en {i + 1), alors : 

- s’il y a deux liens entre les deux eouples d’alleles en i et en i + 1 et si [xi : 
Xi+f] = [xi+/+i : Xj+i], alors gi{Tl) = II, 

- s’il n’y a qu’un lien entre Xi et Xi^i (resp. entre Xi^f et Xj+j+iJ et XjXj+i = 
0 (resp. Xi+fXi+f+i = 0), alors gi{Tl) = II, 

- sinon gi{^) = I,,/. 

Les resultats precedents sont encore vrais si nous echangeons simultanement A et B 
d ’une part et In et ln> d ’autre part. 

5.2.3. Geometric des varietes de Kisin stratifiees. — Considerons, comme jusqu’a 
present, une variete de Kisin p) C nf=o^ munie de stratification et fixons 

X = {Xi)i un gene correspondant. Le but de du paragraphe §5.2.3 est de demontrer 
que pent s’ecrire comme un produit de varietes facteur sur lesquelles la 

stratification «: descend » et a une forme particulierement simple. 

Pour i e [O, / - 1]], notons pr^ : ^ la projection sur la i-ieme compo- 

sante. Soit S I’ensemble des indices f G [0, / — Ij pour lequels I’application composee : 

est constante (necessairement egale a [0 : 1] ou a [1 : 0]). Nous supposons que S 
est non vide. D’apres le lemme 2.1.5, ceci se produit des que p n’est pas degeneree. 
Quitte a modifier le plongement tq, nous pouvons supposer en outre que 0 G S'. Notons 
0 = zi < ^2 < • • • < fr les elements de S tries par ordre croissant et convenons que 
ir+i = /. Posons egalement Sj = lij,ij+i — Ij pour tout j G |{0,r — Ij. Au fragment 
de gene allant des positions ij a — 1 , nous pouvons associer une variete facteur 

Vj incluse dans de maniere a avoir i^=^^(v,t,yo) = Vi x • • • x Vr, cette 

identification etant compatible avec le plongement dans nf=o^ (voir §4.2). 

Lemme 5.2.6. — Soit j G [[0, r — IJ. Pour tout indice i G Sj le genre g{x) d’un point 
ferme x G t, p) ne depend que la composante de x sur Vj. 

Demonstration. — Le lemme est clair si f / ij+i — 1 car gi{x) ne depend que des 
coordonnees de x aux indices f et i + 1 . Pour i = ij+i — 1, il resulte du fait que la 

function PLj+i ^st constante sur t, p). □ 

Le lemme 5.2.6 nous dit exactement que, pour i G Sj, les fonctions gi passent au 
quotient et definissent des fonctions, que nous notons encore gi, sur Vj. Nous obtenons 

comme ceci une stratification sur les varietes Vj et la decomposition t, p) = 
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Vi X V 2 X • • • X Vr est compatible aux stratifications. Forts de ce resultat, nous proposons 
une version raffinee de la conjecture 5.1.5. 

Conjecture 5.2.7. — Avec les notations precedentes, I’espace de deformations 
Zl’^(v,t,p) s’ecrit : 

t, p) = Hi X ZI 2 X • • • X Hr 
ou Di depend uniquement de la variete stratifiee V*. 


Fixons a present un indice j G [ 1 , rj et etudions la variete stratifiee Vj. Remarquons, 
pour commencer, que le lemme 5.2.1 nous apprend que, s’il y a une decoration en 
forme de croix entre les indices f et (i + 1 ), alors la fonction gi est constante egale a 
I sur la variete de Kisin. Notons Vj la variete stratifiee associee a la portion de gene 
comprise entre les indices ij et dans laquelle nous avons contracts les croix (comme 
au §4.1). Nous avons une identification canonique Vj = Vj et la stratification sur Vj 
coincide avec celle sur Vj ; seuls les « noms » des strates sont modifies par le fait que les 
I correspondant aux croix disparaissent. Ainsi, sans perte de generalite, nous pouvons 
supposer qu’il n’y a pas de croix dans les decorations du gene X, ce que nous faisons a 
partir de maintenant. De meme, quitte a echanger r/ et 77 ', nous pouvons supposer que 
la fonction pr^^, est constante egale a [0 ; 1 ] sur t, p). 

Introduisons deux nouvelles notations. Premierement, si k est une extension finie de 
kE et X = [u : v] G posons x~^ = [u : u] G P^(/c). Deuxiement, si a et 6 sont deux 

elements d’un ensemble, convenons que 5(a, b) vaut II si a = 6 et I sinon. 

Proposition 5.2.8. — Supposons ij+i > ij + 1. Alors, pour i G Sj, nous avons : 

gi{x) = S{xi,x~^^) pour tout k-point x de 

oil {xi)Q^i^f designe I’image de x dans nf=o^ (^) convention, Xf = xq. 

Demonstration. — C’est une consequence simple de la proposition 5.2.5 et du lemme 
5.2.9 ci-dessous. □ 


Lemme 5.2.9. — Sous les hypotheses precedentes, pour i G lij,ij+i — IJ, le gene et 
sa decoration prennent, aux positions i et i + 1, I’une des formes suivantes : 


• si ij = i < fj+i — 1 ; 



• si ij < i < fj+i — 1 ; 




• si ij < i = ij+i — 1 ; 





AB 0 



0 


Remarque 5.2.10. — Le lemme ne dit rien dans le cas ou ij+i = ij + 1. 

Demonstration. — D’apres la discussion qui suit la definition 2.1.8, les hypotheses que 
nous avons faites assurent que X a un caractere dominant. 

Supposons tout d’abord ij < i < — 1. Ainsi ni i, ni i + 1 n’est dans S. Par 

le theoreme 2.2.1 et le lemme 2.1.4, ceci implique que Xj et Xj+j sont tons les deux 
differents de AB et de 0. Autrement dit, Xj,Xj+ 7 - G {A, B}. Ainsi, si V G {A,B} designe 
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I’allele dominant en i, nous avons necessairement Xi = Y ou ^i+/ = Y. Autrement dit, 
au moins un lien part de Xi ou de Xi^f. En outre, nous avons suppose precedemment 
qu’il ne part pas deux liens en diagonale. II ne reste done plus qu’a exclure le cas ou un 
seul lien horizontal partirait. Mais, si cela arrivait, nous aurions {Xi, Xi^f} = {A,B} et 
Y resterait dominant en (i + 1), ce qui est incompatible avec des liens horizontaux. 

Considerons maintenant le cas ou i = ij < — 1 et notons Y G {A, B} I’allele 

dominant en i. Comme precedemment, nous obtenons Xi ^ AB et A^i+/ 7 ^ AB, d’ou nous 
deduisons que Xi = Y on A’j+y = Y. Ainsi, au moins un lien part de Xi ou de Xij^f. 
Dans le cas ou Y reste dominant en (i +1), il ne pent y avoir deux liens par hypothese. 
II ne pent pas non plus y avoir un unique lien entre A^i+/ et Xj+i car, par le theoreme 
2 .2.1 et I’hypothese prj(Vj) = {[0 : 1 ]}, cela impliquerait que prj_,_]^(Vj) = {[0 : 1 ]} et 
done i + 1 G S', ce qui est exclu. II ne reste done plus, dans ce cas, que la possibilite 
d’un unique lien entre Xi et Aj+j+i. Dans le cas contraire ou Y n’est plus dominant 
en {i + 1), nous devons exclure la possibilite Xi = Y, Xi^j / Y. Mais, de I’hypothese 
prj(Vj) = {[0 : 1]}, nous deduisons que Xi^j / 0 . Ainsi, si Xi^f / Y, nous devons 
avoir = Y oil Y est I’allele complementaire de Y, e’est-a-dire I’unique element 

de {A, B} qui n’est pas Y. Par consequent, si nous supposons egalement Xi = Y, nous 
obtenons {Aj, Aj+j} = {A, B}, ce qui contredit le fait que Y ne soit pas dominant en 
(i + 1 ). 

Reste enfin a traiter le cas ou i = ij+i — 1. D’apres le lemme 4.1.2, nous avons 
necessairement Aj+i = 0 ou Aj+i+j = 0. Si Aj+i = 0, nous avons Aj G {D,AB} par le 
lemme 2.1.4. Mais la possibilite Aj = 0 est exclue car i ^ S. Ainsi Aj = AB. Comme 
la variete de Kisin est supposee non vide, ceci implique Aj+j 7 ^ AB. Nous avons aussi 
Aj+j 7 ^ 0 puisque i ^ S. Ainsi Aj+j G {A,B} et Y = Aj+j est dominant en i. Nous en 
deduisons qu’un lien part de Aj+j et, par suite, que nous sommes dans I’un des deux 
premiers cas du lemme. Le cas ou Aj = 0 se traite de la meme maniere, en echangeant 
les roles de z et i + /. □ 


5.3. Quelques exemples. — 

5.3.1. Pour / = 2. — D’apres le tableau de la figure 3 (page 17), les deux seules 
varietes de Kisin qui peuvent apparaitre pour / = 2 sont Speefc^; et En outre, 
dans le second cas, a isomorphisme pres, la stratification prend la forme suivante : 

IxII IIxI 

— • —— • —P 

Ixl 

Comme nous Pavons demontre dans [CDM], r anneau de deformations correspondant 
R^{v, t, ~p) est, dans ce cas, isomorphe a et sa < fibre generique » D^(v, t, p) 

s’ecrit comme un produit BxC oil B est une boule ouverte et C est la couronne ouverte 
bordee par le cercle unite et celui de rayon Cette couronne C s’ecrit comme I’union 
de deux couronnes ouvertes — celle bordee par les cercles de rayon 1 et p~^ d’une part 
et celle bordee par les cercles de rayon p~^ et p~‘^ d’autre part — et du cercle de 
rayon p~^ qui s’ecrit lui-meme comme une union de boules ouvertes indexee par les 
points fermes de P^^\{0,oo}. Nous constatons que ces resultats sont en accord avec la 

stratification sur {v,t,p) que nous avons decrite precedemment. 
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Figure 4. Liste des genes et de leurs varietes de Kisin pour / = 3 

5.3.2. Pour / = 3. — II n’est pas difficile de faire la liste de tous les genes possibles 
de longueur 3 satisfaisant aux conditions des lemmes 2.1.4 et 2.1.6 et ne contenant pas 
le couple d’alleles (°). Le tableau de la figure 4 les presente a symetrie pres et fait 
apparaitre, pour chacun d’eux, la variete de Kisin stratifiee correspondante. 

Nous constatons que les varietes de Kisin stratifiees sont isomorphes pour les six 
premiers exemples de la colonne de gauche. Ainsi, d’apres la conjecture 5.1.5, les espaces 
de deformations Zl’^(v,t,p) devraient etre isomorphes entre eux dans tous ces cas. En 
nous appuyant sur les resultats obtenus pour / = 2, nous pouvons aller plus loin et 
proposer un candidat explicite pour D^{v,t,p) qui est Spm 

II est plus aventureux d’exhiber un candidat pour I’anneau K^{'v,t,p) lui-meme. Par 
exemple, il existe des couples (t,p) qui tombent sous le coup de I’exemple de la cin- 
quieme ligne et pour lesquels il y a exactement 3 poids de Serre commun a t et p. Ainsi, 
d’apres la conjecture de Breuil-Mezard raffinee [BM, EG] — qui a ete demontree, dans 
ce cas, par Emerton et Gee dans [EG] — la multiplicite d’Hilbert-Samuel de t, p) 

est necessairement ^ 3. Ceci exclut done la possibilite pour R^{v,t,p). 
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La meme discussion vaut pour I’exemple de la sixieme ligne. En revanche, pour les 
quatre premiers exemples, cette possibilite n’est pas exclue par un argument de ce type 
et, de fait, nous conjecturons que dans ces cas. 

5.3.3. Chames de — Considerons une variete stratifiee facteur (voir §5.2.3) V 
portant sur (^+ 1 ) indices, qui est isomorphe a une chaine de £ copies de representee 
ci-dessous : 



(voir egalement §2.3.2). Nous supposons en outre que la stratification sur V est ainsi 
donnee : le genre du point Pi est I x • • • x I x II x I x • • • x I (le II etant a la i-ieme 
position), tandis que le genre des autres points est I x • • • x I. Un candidat naturel pour 
le facteur D correspondant est alors I’espace rigide associe a I’anneau ; 

f OEm,...,Te,U,V]] \ . „ 

V (C/U+/+1) J 


En effet, I’espace D ci-dessus est isomorphe au produit x C oil B est une boule 
ouverte et C est la couronne ouverte d’<K epaisseur (^ + 1 ) > comprise entre les cercles 
de rayon 1 et p~^~^ qui peut s’ecrire : 


C = AqU BiU AiU B2\J ■■■ U Ai^i UBeUAi 

ou Ai est la couronne ouverte d’< epaisseur 1 » comprise entre les cercles de rayon 
et et Bi est le cercle de rayon qui est lui-meme recouvert par une union de 

boules ouvertes indexee par P^^\{0,oo}. Sur la variete de Kisin stratifiee, chaque Ai 
correspond done au point Pi tandis que Bi correspond au i-ieme P) prive des points 
P.-i et P. 


5.4. Des candidats pour les espaces de deformations. — Considerons une 
representation ~p non degeneree ainsi qu’un type t = 77 © r/' non degenere. La variete de 
Kisin (v, t, p) munie de sa stratification s’ecrit alors comme un produit de varietes 
stratifiees facteur, conformement aux resultats du §5.2.3 : 

t,p) = Vi X ■■■ X Vr- 

D’apres la conjecture 5.2.7, a chaque facteur Vj devrait etre associe un espace rigide 
analytique Dj, de fagon a ce que P’^(v, t, p) = Pi x • • • x P^. Le but de ce paragraphe 
est d’esgmsser la construction d’un candidat possible pour les espaces Dj. 


5. Cette ecriture est abusive car les Bi ne sent pas des espaces rigides. 
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Une construction preliminaire. — Rappelons que si a et 6 sent deux elements d’un 
ensemble, nous avons defini le symbole 6{a,b) par 5{a,b) = II si a = 6 et S{a,b) = I 
sinon. Rappelons egalement que si k est un corps et si x = [u : n] G P^(/c), nous notons 
x~^ = [v ■. v\. Etant donnes un entier d ^ 0 et un element xq G P^(/c£;), nous allons 
construire un schema formel , un sous-schema ferme de la fibre speciale Xd,xo 
de Xd,xo ainsi qu’un morphisme Oid,xo ■ ^d,xo —^ verifiant les deux proprietes 

suivantes : 

le morphisme Ud^xo induit un isomorphisme Zd^xo 

ii) pour tout point ferme x G Zd^xQ-, I’image inverse de x par le morphisme de 
specialisation est isomorphe a Spm(VIc)^(/c£;(x)) Zoe ^g(x)[^/p]) ou 

g[x) = (d(xo, (5(xi, X 2 ^),..., 5{xd-i,x'2^)) G 
avec ad,xo{x) = (xi,X 2 ,... ,Xd) G 

et nous rappelons que Rg(x) est defini par la formule (22), page 34. 

Nous procedons par recurrence sur d. Pour d = 0, nous posons Xq^xq = SpfO^;, 
Zo,xo = ^o,xo et ao = id. Supposons a pr&ent que Xd-i^xo^ et cXd-i,xo sent 

construits. Nous posons y = yd-i,xo ^Oe pb et notons y sa fibre speciale. Nous 
avons done y = yd-i,xo Soit V le diviseur de y defini comme I’image du 

morphisme : 

id X (inv o Wd-i o ad-i) : Xd-i S’ 

ou vjd-i : est la projection sur la derniere composante et inv est 

le morphisme x i—)• x~’. Nous definissons yd,xo comme Pedate de y par rapport au 
sous-schema ferme T) et Zd^xQ comme le transforme strict de Zd-i^xo dans Xd,XQ- Enfin, 
le morphisme cxd^xo est la composee Xd,xo —^ ^ P^’emiere fleche est le 

morphisme canonique et la seconde est ad-i^xo ^ id. 

Nous pouvons alors verifier que le triplet {Xd,xo-, Zd^xo-,otd,xo) ainsi construit satisfait 
aux proprietes i) et ii) sus-mentionnees. 

Un candidat pour Dj. — Dans ce paragraphe, nous reprenons les notations pr^, S, ij, 
Sj du §5.2.3. Sans restreindre la gendalite, nous supposons egalement comme dans le 
§5.2.3 que le plongement tq est choisi de sorte que 0 G 5. 

Fixons un entier j G [[l,r]]. Si fj+i = ij -|- 1, la varide facteur Vj est reduite a un 
point. Le candidat que nous proposons pour Dj est alors naturellement SpmR^. (^.^[l/p] 
ou X est Punique point de Vj. Supposons done, a present, que fj+i > ij -p 1. Dans un 
premier temps, nous supposons egalement qu’il n’y a pas de croix dans les decorations 
du gene entre les positions ij et ij+i- Par definition, les fonctions pr^^, et sont 

constantes sur la varide de Kisin t, p). Notons s (resp. t) la valeur prise par pr^^. 

(resp. ; die vaut necessairement [0 : 1] ou [1:0]. Posons i = ij+i — ij = Card Sj 

et, pour simplifier les dritures, notons X = X^^g et a = Definissons egalement j3 
comme la composee : 

ou la premiere fleche est Pinclusion deduite des pr^ (i G Sj) et ou la deuxieme fleche est 
le morphisme (xi^., Xj^.+i,..., Xi._^_^-i) ^ {xij+i, Xi^.^^_i, t). Du fait que la fonction 
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pij^, est constante, nous deduisons que (3 est une immersion fermee et identifie ainsi Vj a 
un sous-schema ferme de , ce dernier etant lui-meme un sous-schema ferme de X 

(la fibre speciale de X) via a. Ainsi, cela a du sens de considerer le tube ]Vj[A’- En outre, 
il est facile de se convaincre en remontant les definitions et en utilisant la propriete ii) 
verifiee par les varietes X^^xq que I’image inverse par le morphisme de specialisation 
]Vj[x^ Vj d’un point ferme x G Vj est isomorphe a Spm(Wc)^ (A:£;(x)) ®Oe Vi-g{x)[^ / p\) 
ou g{x) = {gi{x))i^Sy Autrement dit, ]Vj[x verifie les proprietes attendues de Dj et, 
de fait, c’est le candidat que nous proposons pour etre Dj. 

Pour conclure, mentionnons rapidement comment la construction precedente s’etend 
au cas ou les decorations du gene font apparaitre des croix. Supposons done qu’il y 
ait au moins une croix dans la portion de gene correspondant aux indices de Sj. Nous 
utilisons les notations Vj pour la variete stratifiee facteur associee a la portion de gene 
ci-dessus dans laquelle toutes les croix ont ete contractees. Concretement, la variete 
stratifiee Vj n’est autre que Vj mais le genre d’un point ferme x G Vj n’est pas g{x) 
mais le sous-uplet g'{x) = {giix))x^s'- ou 5' est le sous-ensemble de Sj ou nous avons 

J '' 

retire les indices i pour lesquels la decoration entre i et {i + 1) est une croix. Notons 
que ceci ne modifie pas la stratification car, d’apres la proposition 5.2.5, les fonctions gi 
pour i G Sj\Sj sont constantes, egales a I. Cette derniere remarque justifie egalement 
le fait que nous nous attendions a ce que I’espace rigide Dj associe a Vj soit Dj x B'^ ou 
Dj est I’espace associe a Vj, B est une boule ouverte et c = Card(S'j\5j) est le nombre 
de croix qui ont ete contractees. 
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